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Prefácio

Este volume especial de série TEMA traz as publicações de trabalhos apresentados
no mini-simpósio durante o XXV Congresso Nacional de Matemática Aplicada e
Computacional (CNMAC), realizado em Nova Friburgo, RJ, no peŕıodo entre 16
e 19 de Setembro de 2002. O mini-simpósio foi organizado pelo Prof. H.M. Yang
sob o nome “Matemática aplicada a fisiologia e epidemiologia”, que é o t́ıtulo desta
obra.

O mini-simpósio procurou agregar pesquisadores que atuam em fisiologia e em
matemática. Os pesquisadores convidados, três médicos e três matemáticos, apre-
sentaram seus trabalhos de pesquisa em neurociência, imunologia e matemática
aplicada. O objetivo do mini-simpósio foi justamente, ao congregar pesquisadores
de áreas de conhecimentos distintos, criar um ambiente de discussão e elaboração
de idéias a respeito da aplicação da matemática em fisiologia. O interesse tanto dos
palestrantes quanto dos congressistas coroou com êxito este encontro.

Um outro objetivo do mini-simpósio era a participação do Prof. Cesar Timo-
Iaria, fisiologista de renome, para proferir uma palestra na plenária do Congresso,
além de apresentar trabalho no mini-simpósio. Devido a problema de saúde, ele não
pôde participar, mas a sua palestra foi lida no mini-simpósio pelo Prof. H.M. Yang.

Portanto, este volume especial é fruto do esforço empenhado pelos palestrantes
e, ao mesmo tempo, uma homenagem ao Prof. Cesar Timo-Iaria, que se mostrou
extremamente interessado em participar e propor problemas para aplicação da
matemática em fisiologia, em especial, na neurociência.

O Prof. Cesar Timo-Iaria é médico formado pela Escola Paulista de Medicina
em 1952, e professor de Fisiologia da Universidade de São Paulo há 50 anos. De
1953 a 1964 foi docente do Departamento de Fisiologia da Faculdade de Medicina
de Ribeirão Preto da USP e em 1964 foi convidado a se transferir para o Departa-
mento de Fisiologia da Faculdade de Medicina da USP como professor associado.
Nesta Faculdade reformou o curso de fisiologia, em que se ministravam 36 aulas
práticas diferentes. Em 1973, por força da reforma universitária, transferiu-se para
o Instituto de Ciências Biomédicas da USP, na Cidade Universitária, do qual se
tornou professor titular em 1972. Em 1984 aposentou-se e retornou à Faculdade de
Medicina da USP, onde passou a dirigir um Laboratório de Investigação Médica,
função que ainda exerce.

As suas atividades docentes não se restringiram apenas no Brasil. Prof. Cesar
foi professor assistente do Departamento de Fisiologia da State University of New
York (1958-1959), retornando ao mesmo Departamento como professor associado
em 1968. Em 1962 pesquisou no Instituto de Investigaciones Cerebrales, México,
onde, com Hernández-Peón, descobriu o centro do sono. Em 1989 trabalhou na
Universidade do Texas e em 1998 foi convidado a ministrar uma série de conferências
na Faculdade de Medicina da Universidade de Aachen (Alemanha).

Preocupado com as pesquisas de ciências básicas em Medicina, Prof. Cesar
inventou a idéia dos Laboratórios de Investigação Médica, os LIMs, que, ao serem
criados, foram os responsáveis pela manutenção do ńıvel de pesquisa. Foi o primeiro
presidente da Sociedade Brasileira de Fisiologia, criada em 1957, no Rio de Janeiro.
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Durante sua carreira, Prof. Cesar fez importantes pesquisas na vasta área da
fisiologia. Relaciona-se as suas maiores descobertas.

1. Descobriu em 1963 o centro de sono (em que hoje trabalham vários grupos de
pesquisadores americanos).

2. Foi o primeiro a detectar em 1966 o fator natriurético atrial (vários pept́ıdeos
da mais alta relevância, produzidos pelo átrio do coração e com muitas funções
fundamentais no sistema cardiovascular, no renal, etc.), embora não o hou-
vesse isolado nem caracterizado.

3. Demonstrou em um trabalho ininterrupto que durou 30 anos (1966–1996) a
existência de glicoceptores no hipotálamo lateral, nos núcleos do trato solitário
e no f́ıgado, os quais são os principais responsáveis pela regulação da glicemia;
trata-se de sensores (capazes de detectar ı́nfimas reduções da concentração de
glicose no sangue) que medem a glicemia continuamente e, quando esta baixa,
eles ativam o f́ıgado para repor o que foi consumido. Em dado instante, sinais
oriundos do f́ıgado vão ao sistema nervoso e desencadeiam a sensação de fome
e, conseqüentemente, o comportamento alimentar. Esta pesquisa levou-o a
aventar a hipótese de que a fome não resulta de hipoglicemia mas do trabalho
metabólico do f́ıgado para não deixar a glicemia baixar, tendo usado em suas
pesquisas mais de 2.000 gatos, 200 cães, 500 ratos e 40 pessoas.

4. Introduziu em 1977 o rato como animal de escolha para estudar sono e veri-
ficou nesta espécie, pela primeira vez em uma espécie não-humana, todas as
fases do sono humano, exceto a primeira. Desde 1990 tem feito descobertas
interessant́ıssimas com relação aos sonhos do rato.

5. Descobriu em 1999 o local em que se situa o núcleo neural que regula o sistema
imunológico do rato.

6. Descreveu em 2001 no cerebelo todas as fases da viǵılia e do sono.

7. Participa de relevante pesquisa que demonstra uma relação linear entre a
inteligência do rato e a freqüência das ondas teta (desde 1999).

O desfecho de uma de suas pesquisas merece ser especialmente relatado: a des-
coberta do centro do sono. Para isso, ele introduziu o carbacol em um dos núcleos
de Gudden, extremo caudal do circuito de Nauta, e em menos de 20 segundos o
gato entrou em sono profundo, cursando todas as suas fases. O artigo foi enviado
pelos descobridores para a revista SCIENCE, que depois de três meses devolveu-o
com a escusa de que isto não era prioridade da revista (uma desculpa “esfarrapada”
e infantil!). A revista Experimental Neurology aceitou-o, mas logo um dos “donos
do assunto sono” escreveu, em uma longa revisão, que os gatos (foram mais de 700
experimentos) provavelmente não dormiam, mas estavam em coma. Isto, apesar
de a estimulação elétrica da formação reticular do mesencéfalo despertar os ani-
mais, procedimento esse que evidentemente jamais poderia despertar um animal do
coma! Durante 15 anos este artigo permaneceu no limbo, até que um canadense
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(Cordeau) leu-o, repetiu o experimento (uma única vez!) e confirmou aqueles re-
sultados. Imediatamente Hobson, em Harvard, e Siegel, na California, entraram no
campo e citaram o artigo apenas uma vez. Desde então ambos são considerados os
grandes descobridores do centro do sono...

Enfim, Prof. Cesar Timo-Iaria publicou 82 artigos em revistas internacionais e
apresentou 230 comunicações em congressos locais e internacionais. Tendo orientado
cerca de 40 mestres e doutores e mais de 100 estudantes, proferiu mais de 200
conferências no Brasil e 16 no exterior.

É com grande admiração que os autores oferecem este trabalho em sua home-
nagem, esperando que ele assim o considere.

Hyun Mo Yang



SELETA DO CNMAC

Circuitos Neurais

C. TIMO-IARIA1, Laboratório de Neurocirurgia Funcional (LIM 45), Faculdade de
Medicina, Universidade de São Paulo, Av. Dr. Arnaldo, 455, CEP: 01246-903, São
Paulo, SP, Brasil

Resumo. O sistema nervoso, estrutura mais complexa que por ora conhecemos,
constitui-se de células especiais, os neurônios, os quais se acoplam segundo vários
padrões, com o que geram os circuitos neurais, a maioria sob a forma de micro-
circuitos. Como em eletrônica, são os circuitos que geram as funções neurais. Em
alguns animais inferiores da escala filogenética o sistema nervoso contém poucos
milhares de neurônios, suficientes para programar todas as funções desses orga-
nismos; na espécie humana, porém, existem cerca de 100 bilhões de neurônios e
mais uns 200 bilhões de células da glia (as funções destas últimas como partes de
circuitos neurais são ainda pouco conhecidas mas elas também participam da cir-
cuitaria neural). Os neurônios constituem provavelmente trilhões de conexões, que
permitem gerar os complexos comportamentos que caracterizam os animais supe-
riores, inclusive a atividade mental. A coloração artificial dos neurônios possibilita
a identificação de alguns circuitos relativamente simples mas presentemente ape-
nas a microscopia eletrônica permite a identificação de microcircuitos elementares;
essa técnica, entretanto, é muito lenta quando se consideram os trilhões de inter-
conexões neurais. Portanto, a descrição e a conseqüente compreensão de como o
acoplamento dos neurônios em circuitos e o dos circuitos em sistemas geram tan-
tas e tão complicadas funções são por ora imposśıveis. A eletrofisiologia, estudo
dos sinais elétricos gerados pelas células, tem contribúıdo muito para entendermos
como os circuitos funcionam mas tampouco nos possibilita ainda compreender o
funcionamento de microcircuitos inteiros. A principal razão dessa limitação é o fato
de que os microcircuitos existentes em um volume, por exemplo, de um miĺımetro
cúbico, contêm de poucas centenas a milhares de neurônios. Essa limitação torna
imposśıvel registrar os potenciais de cada um dos neurônios de um microcircuito
(na realidade, apenas alguns poucos neurônios vizinhos são acesśıveis ao registro
eletrofisiológico). Conhece-se presentemente a constituição de alguns módulos ele-
mentares, que desempenham suas funções na distribuição de informações entre os
neurônios e a periferia (canais sensoriais), desta para o sistema nervoso central e
deste para a periferia (músculos e os órgãos que efetuam os ajustes hemodinâmicos,
ventilatórios, endócrinos etc.).

1. Introdução

O nome circuito neural é utilizado para denominar conjuntos de neurônios interliga-
dos estruturalmente a fim de gerar padrões funcionais espećıficos. O termo circuito
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significa, literalmente, uma associação fechada mas todos os circuitos neurais têm
um ou mais pontos de entrada e de sáıda de informação, sem o que seriam obvia-
mente inúteis.

O estudo dos circuitos neurais denomina-se hodologia neural (hodologia, em
grego, significa estudo das vias). Esse nome aplica-se ao estudo das vias neurais,
das rodoviárias, das telefônicas, das eletrônicas etc. A hodologia do sistema ner-
voso dos animais vertebrados é, provavelmente, o campo mais complexo da ciência,
não só pela complexidade intŕınseca dos circuitos como pelo elevado número de
neurônios que existem no sistema nervoso dos animais de posição filogenética mais
elevada na série animal. Na espécie humana calcula-se que há, aproximadamente,
100 bilhões de neurônios e uns 200 bilhões de células gliais, todos direta ou indire-
tamente associados. Como exemplo de tal associação, é interessante citar as células
de Purkinyé do cerebelo e as conexões que elas recebem de todo o organismo, para
informar esse órgão nervoso sobre como os comportamentos programados são exe-
cutados; a comparação do programa com a execução permite que o cerebelo efetue
as correções à medida que o comportamento se desenvolva. A lesão de certas partes
do cerebelo impede essa correção e por isso o comportamento programado é execu-
tado sempre com defeitos. Por conseguinte, o cerebelo é essencial a que o programa
original seja fielmente produzido. Cada célula de Purkinyé recebe entre 300.000 e
400.000 botões sinápticos, que lhe trazem informações de cada parte do organismo
e do próprio circuito de que cada uma participa.

Deve-se destacar aqui a analogia entre a circuitaria eletrônica e a circuitaria neu-
ral. Para se entender como funciona um aparelho eletrônico é necessário conhecer a
constituição e a interação dos elementos que compõem seus circuitos. Para se enten-
der como funciona a circuitaria neural também é necessário conhecer corretamente
sua constituição. Entretanto, ao contrário da circuitaria eletrônica, que é inteira-
mente conhecida, por ser invenção humana, a neural é ainda muito enigmática, não
por falta de pesquisa, que é imensa e se iniciou há cerca de 120 anos, porém por
causa de sua extraordinária complexidade, à qual temos mı́nimo acesso experimen-
tal.

2. O neurônio

Presentemente, apenas a microscopia eletrônica permite saber como se constitui
um circuito neural simples, sobretudo do sistema nervoso de animais invertebrados.
Acredita-se hoje que entre 80 e 90% dos neurônios que constituem o sistema nervoso
são interneurônios, os quais constituem os microcircuitos; os demais estabelecem as
conexões entre microcircuitos distantes ou enviam informações aos órgãos periféricos
que inervam e controlam (músculos, coração, pulmões, órgãos digestivos), ou que
deles recebem, os órgãos sensoriais. Serão necessários muitos milhares de anos
de pesquisa intensa para se conhecer adequadamente a constituição dos circuitos
neurais por intermédio apenas da microscopia eletrônica. Somente a esperança de
que em futuro próximo surjam técnicas suficientemente avançadas para permitir o
acesso experimental aos neurônios de cada microcircuito nos alimenta a esperança
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de que sua constituição, e portanto seu funcionamento, seja inteiramente esclarecida
nos próximos séculos.

Qualquer célula do organismo biológico só pode ser devidamente identificada e
estudada quando corada por substâncias (corantes) que reagem com componentes
celulares, destacando-os e permitindo por isso identificar cada célula individual-
mente e estudar sua membrana e sua constituição interna. Poucas estruturas in-
tracelulares podem ser estudadas com luz polarizada ou outras técnicas que não
impliquem coloração. No que diz respeito aos neurônios, existem pouqúıssimos
métodos que os coram por inteiro. Em fins do século XIX o histologista itali-
ano Camillo Golgi inventou uma técnica baseada na reação de componentes dos
neurônios com sais de prata, a qual ainda hoje é o principal meio de corar todo um
neurônio. Interessante é que, por motivos por ora desconhecidos, a técnica de Golgi
cora apenas cerca de 10% dos neurônios em dada região do sistema nervoso. Esse
defeito é sua grande qualidade, já que, se corasse todos os neurônios, qualquer região
apareceria como uma placa negra, tal é a concentração dessas células na maioria das
partes do sistema nervoso. A coloração de Golgi cora poucos neurônios mas os que
cora o faz de forma completa; isso permite saber exatamente a forma das células
e onde se encontram, fornecendo informações cruciais sobre algumas conexões do
neurônio corado. Não estranha, portanto, que por ora seja imposśıvel saber como as
células nervosas de um circuito se acoplam entre si e como cada circuito se acopla a
outros, a fim de gerar funções espećıficas. Presentemente conhece-se razoavelmente
a constituição de apenas uns poucos tipos de circuitos fundamentais, mas identifi-
cados principalmente no sistema nervoso de invertebrados e de alguns vertebrados.

É indubitável que, tal como ocorre em eletrônica, a complexidade crescente
do sistema nervoso desde os invertebrados até os vertebrados superiores, inclusive
o homem, resulte do número também crescente de circuitos e dos padrões de sua
associação. Entretanto, da circuitaria de um radiozinho de bolso à circuitaria de um
supercomputador a distância é muit́ıssimo menor que a da que existe entre o sistema
nervoso de uma minhoca e o do sistema nervoso humano. Por isso, desvendar toda
a circuitaria constitúıda pela associação de alto número de neurônios é a chave para
a compreensão de como o sistema nervoso gera toda a imensa gama de funções
que conhecemos, inclusive a consciência, o racioćınio e outras formas de atividade
mental etc.

3. Os circuitos

Para se começar a entender a constituição de um circuito é necessário antes de
mais nada conhecer a arquitetura de sua unidade fundamental, a célula nervosa ou
neurônio.

A Figura 1 mostra em A um neurônio ideal, esquemático. O corpo celular ou
pericário emite os dendritos de um lado (por onde entram informações) e o axônio
de outro, quase sempre único, por onde saem informações, sob a forma de impulsos
elétricos (potenciais de ação). Estes resultam da computação, feita pelo pericário,
das informações que entram pelos dendritos. A Figura 1B e a Figura 1C mostram
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Figura 1: A: esquema de um neurônio, mostrando o corpo celular (pericário), os
dendritos (via de entrada de informação) e o axônio (via de sáıda), este envolvido
pela bainha de mielina, constitúıda de ĺıpides, por isso isolante, e por células de
Schwann, que têm função isolante mas também nutritiva do axônio. Na porção final
o axônio se divide em numerosos terminais (telodendro), que transmitem informação
às células subseqüentes. O pericário alimenta e mantém os neuritos (dendritos e
axônio). B: neurônio do tipo Golgi I do córtex cerebral de coelho, caracterizado
por dendritos e axônios longos. O axônio emite numerosos ramos colaterais para o
pericário dos neurônios com que se comunica (Cajal, 1911). C: neurônio do tipo II
do córtex cerebral de gato, caracterizado por dendritos e axônio curtos, destinados
a conexões próximas, que predominam nos microcircuitos.
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Figura 2: Vide legenda na página 6.
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a aparência real de dois neurônios (corados pelo método de Golgi), evidenciando
a árvore dendŕıtica (por onde entram informações) e o axônio (por onde saem in-
formações). Nos dendritos há microscópicas dilatações (espinhos dendŕıticos), des-
tinadas a aumentar localmente sua superf́ıcie, fator importante na transmissão de
informações de um neurônio a outro. As conexões entre neurônios se efetuam por
intermédio de sinapses, que são contactos diretos ou intermediados por uma fenda
onde são liberadas moléculas que efetuam a transmissão (neurotransmissores).

A Figura 2 mostra em A um tipo de conexão curta entre neurônios vizinhos,
disposição que deve ser muito comum nos microcircuitos. A Figura 2B esquematiza
a forma como um neurônio se acopla a outro distante; pelos dois axônios aferentes
descem impulsos (setas) que terminam em sinapses no corpo celular e nos dendritos.

Os axônios da maioria dos neurônios acoplam-se por meio de “botões terminais”
(como os denominou Cajal, o descobridor dos circuitos e das sinapses). A Figura
2C ilustra uma sinapse elétrica. O botão terminal acopla-se à membrana de um
dendrito ou do pericário de outro neurônio e as correntes que chegam pelo axônio
são transferidas diretamente para o neurônio seguinte. Em D vê-se uma sinapse que
termina na membrana de outro neurônio mas na qual a transmissão não se realiza
por passagem direta da corrente para este. As correntes que fluem pelo botão
terminal desencadeiam a liberação, na fenda sináptica, de veśıculas que contêm
moléculas ativadoras da membrana seguinte (neurotransmissores), por isso essas
sinapses denominam-se qúımicas.

Figura 2 (Legenda). Conexões entre neurônios próximos (A) e distantes (B). C:
terminal sináptico (botão terminal) do tipo elétrico, em que a transmissão se faz
diretamente entre o botão terminal de um axônio e o ponto do neurônio seguinte
ao qual a sinapse se acopla. Note-se que as correntes na sinapse elétrica atravessam
diretamente a membrana do neurônio seguinte, já que a fenda sináptica é muito
delgada e, portanto, oferece resistência elevad́ıssima ao fluxo ao fluxo longitudinal
de correntes. D: sinapse do tipo qúımico; uma vez que a fenda sináptica é relativa-
mente larga, a resistência a correntes ao longo desse espaço é relativamente baixa, o
que impede que elas entrem diretamente na membrana do neurônio seguinte. Nesse
tipo de sinapse a transmissão de um neurônio para outro é indireta: as moléculas
do neurotransmissor liberadas na fenda sináptica acoplam-se a um receptor (radical
qúımico) da membrana, o que despolariza esta última e promove sua ativação. E:
à esquerda, curvas de potencial através da membrana, que ilustram conveniente-
mente o que ocorre na membrana durante sua ativação. O potencial de membrana
do neurônio pós-sináptico, de cerca de −80 mV , reduz-se (despolarização) progres-
sivamente em função da intensidade de sua excitação elétrica. Ao chegar a cerca
de −72 mV a despolarização atinge o limiar (voltagem cŕıtica da membrana) e
desencadeia um potencial de ação (pa na figura) que chega a zero e depois se in-
verte em algumas dezenas de milivolts, graças à entrada maciça de ı́ons sódio, o
quais tornam o interior positivo em relação ao exterior. Enquanto os potenciais
parciais, analógicos (PEPS) são localizados, o potencial de ação (pa) propaga-se
por toda a membrana do neurônio, chegando aos botões terminais, onde transfere
a informação ao neurônio seguinte. À direita, correntes de sentido inverso ao dos



Circuitos Neurais 7

PEPS, denominadas PIPS e que aumentam o potencial de membrana, tornando esta
menos excitável. F: fluxo de correntes iônicas entre o botão terminal e a membrana
do neurônio seguinte em sinapse de transmissão elétrica. G: o botão terminal de
um neurônio (2) acopla-se ao botão terminal de outro (1), aumentando ou dimi-
nuindo seu potencial de membrana; no primeiro caso a transmissão pela primeira
sinapse (2) bloqueia a transmissão pela segunda (1), ao passo que no segundo caso
a transmissão sináptica local pelo neurônio seguinte (3) é facilitada.

Na Figura 2E vê-se como pequenas despolarizações da membrana do neurônio
crescem à medida que a liberação de moléculas de neurotransmissores aumenta
(PEPS, potenciais excitadores pós-sinápticos), atingindo o limiar cŕıtico. Então,
subitamente a membrana se despolariza completamente, originando um impulso
nervoso (ou potencial de ação, pa, do qual aqui aparece apenas a parte inicial da
fase ascendente). À direita, vê-se o que ocorre com o potencial de membrana em
pontos em que deva haver bloqueio da transmissão: o potencial de membrana,
graças à liberação de certos neurotransmissores, em vez de diminuir aumenta, o
que provoca pequenos potenciais de hipopolarização da membrana (PIPS, potencial
inibidor pós-sináptico), tornando muito mais dif́ıcil sua ativação por despolarizações
parciais.

Na Figura 2F o botão terminal de um neurônio acopla-se à membrana de outro,
onde provoca despolarização ou hiperpolarização, o que ativa ou inibe o segundo
neurônio, respectivamente. Em G vê-se um botão terminal acoplando-se ao botão
terminal de outro neurônio, onde reduz ou incrementa a transmissão pela segunda
sinapse. Esse é um dos arranjos mais poderosos das conexões interneurônicas, visto
que é important́ıssimo o mecanismo de inativação de neurônios para exclui-los de
um circuito, a fim de possibilitar que a informação flua de modo definido em certo
instante em certo local de um circuito.

Nos dendritos a informação é quase sempre apenas analógica, ao passo que no
axônio a informação é sempre digital. Isso quer dizer que as informações que entram
pelos dendritos são potenciais locais e que se manifestam como ondas analógicas
positivas ou negativas em muitos pontos de contacto, como acabamos de expor.
A soma desses potenciais pelo pericário é que dita se a membrana dessa região
do neurônio gera ou não um impulso digital e com que freqüência. A voltagem
desses impulsos é sempre semelhante mas a freqüência varia, e é esta que contém
a informação que será transferida para outros neurônios. A Figura 3 ilustra dife-
rentes tipos de associações temporais de impulsos nervosos em axônios. Em 3A, o
neurônio emite raros impulsos de freqüência baixa e irregular porém quando ati-
vado (est́ımulo) ele emite imediatamente impulsos (potenciais de ação) de freqüência
alta no ińıcio e depois progressivamente menor, mesmo na vigência do est́ımulo (que
pode ser elétrico artificial ou a partir de impulsos que chegam ao neurônio). Em
3B o neurônio emite salvas de potenciais de ação, separadas por espaços regulares
ou diferentes; é óbvio que tanto a freqüência de cada salva como os intervalos en-
tre as salvas contêm informação, que será decifrada pelo neurônio que as recebe.
Em 3C um est́ımulo pode provocar bloqueio da gênese de impulsos (à esquerda)
ou incrementar a freqüência dos impulsos (à direita). Em 3D vê-se o resultado da
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Figura 3: Alguns padrões de informação em um neurônio. A: o neurônio, emitindo
potenciais de baixa freqüência, é ativado externamente, o que se manifesta como
brusco aumento da freqüência de impulsos, a qual decai (logaritmicamente) du-
rante a aplicação do pulso de ativação (est́ımulo). B: o neurônio emite potenciais
em surtos de freqüências variadas, cada uma delas veiculando uma informação es-
pećıfica aos neurônios seguintes. C: à esquerda, o pulso de ativação provoca apenas
um impulso nervoso, seguido de silêncio; à direita, o pulso de ativação aumenta
a freqüência durante todo o tempo. D: variação do potencial de membrana (que
de −80 mV baixa a −60 mV ou menos) quando o pulso (est́ımulo) despolariza a
membrana (PEPS), o que se manifesta por surto de impulsos de alta freqüência.
E: variação do potencial de membrana (de −80 mV a −90 mV ou mais) quando o
est́ımulo provoca aumento do potencial de membrana (PIPS), que se manifesta como
bloqueio, enquanto dura o PIPS, da excitabilidade do neurônio; conseqüentemente,
os impulsos cessam, retornando quando o PIPS desaparece.
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estimulação de um neurônio na membrana de outro, formando-se um potencial es-
timulador pós-sináptico (PEPS), que reduz o potencial de membrana; enquanto este
está reduzido, o neurônio (abaixo) emite uma salva de impulsos. Em 3E vê-se um
potencial inibidor pós-sináptico (PIPS) em uma área da membrana de um neurônio
e a conseqüente inibição de uma salva de impulsos na sáıda desse neurônio. Note-se
que esta dura enquanto persiste a despolarização da membrana.

Todo circuito neural tem uma ou mais vias de influxo (aferentes ou de entrada)
e uma ou várias vias de efluxo (de sáıda ou eferentes). Entre a entrada e a sáıda
situam-se neurônios que organizam o efluxo de informação em função do influxo.
Além disso, em várias etapas do circuito entram informações oriundas de axônios
que trazem informações de outros neurônios de fora do circuito, a fim de introduzir
impulsos que modificam sua atividade, participando assim de um padrão funcional
espećıfico. Em outros pontos do circuito entram outros axônios, que fazem o mesmo.
Essas propriedades tornam o circuito a cada instante parte funcional de outros,
gerando padrões de circulação de informação extraordinariamente complexos e efi-
cazes. Ao que parece, a maioria das informações em um circuito circula por meio
de impulsos propagados.

A Figura 4 mostra um exemplo de circuitos identificados no córtex cerebral
(A) por meio da coloração de Golgi, que mostra poucos neurônios mas todos por
inteiro. À esquerda vêem-se os números das camadas de células corticais. Note-se
que a maioria dos neurônios envia fibras para a camada I, onde se bifurcam; nessa
camada há forte interação de informações emitidas por vários neurônios corticais.
No córtex occipital, ao qual chegam informações visuais, tal interação pode englobar
até 4.000 neurônios. À direita vê-se um pequeno circuito fechado identificado nessa
figura por Lorente de Nó, antigo assistente de Cajal. Mais tarde Lorente de Nós
identificou circuitos desse tipo (dito reverberantes) em várias regiões do sistema
nervoso.

Em B a Figura 4 mostra um tipo comum de circuito, sobretudo ligando vias sen-
soriais da periferia com músculos. As vias aferentes (que entram em um circuito)
nascem, nessa figura, em sensores musculares que medem continuamente o compri-
mento das células musculares. As vias eferentes nascem em neurônios motores e
dirigem-se às células musculares. Esse arco reflexo faz que um músculo se contraia
quando estirado; esse fenômeno desempenha funções importantes para controlar a
força produzida por um músculo em atividade.

Em C a Figura 4 ilustra um reflexo bem mais complexo, se bem que parecido
com o anterior. Note-se que enquanto na Figura B as vias de entrada se conec-
tam diretamente com as de sáıda, em C há entre entrada e sáıda outros neurônios
(interneurônios) que aumentam a duração da ativação do reflexo.

No esquema B da Figura 4 os impulsos neurais (neste caso provocados por um
est́ımulo, ou pulso elétrico, não por estiramento do músculo) entram na medula
pelo ramo aferente e ativam diretamente a via de sáıda, os motoneurônios, provo-
cando um potencial elétrico simples (com duração em torno de 2 milissegundos) no
conjunto de axônios eferentes. No gráfico inferior, C, vê-se que as vias aferentes
ativam os motoneurônios por meio de pequenos neurônios (os interneurônios que
mencionamos acima), os quais provocam ativação de motoneurônios em cascata, re-
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Figura 4: Vide legenda na página 11.
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sultando em um potencial simples seguido de outro de menor voltagem porém mais
duradouro (resultante da ativação de vários interneurônios). Esse tipo de arranjo
hodológico e funcional é comuńıssimo em todo o sistema nervoso central.

Figura 4 (Legenda). Algumas formas de circuitos simples. A: circuitos corticais. O
córtex cerebral estrutura-se em 6 camadas que trocam complexas conexões entre si.
À direita vê-se um circuito reverberante (oscilador), em que um neurônio da camada
V ativa interneurônios em série, que o excitam retroativamente, gerando no axônio
(eferente) impulsos de freqüência variada, segundo o número de interneurônios
(Lorente de Nó, 1949). B: esquema de um arco reflexo monossináptico (uma só
sinapse em série entre a entrada e a sáıda do circuito). Um est́ımulo único apli-
cado às vias aferentes gera apenas um potencial nas vias eferentes. C: a ativação
de aferentes de um arco reflexo intermediado por vários interneurônios provoca um
potencial de alta voltagem e curta duração nas vias eferentes, seguido de poten-
ciais de menor voltagem e maior duração, constitúıdos de impulsos seqüenciais e
assincrônicos originados pelos interneurônios.

Em gânglios de muitos invertebrados, que constituem partes integradoras de in-
formação complexa no sistema nervoso central desses animais, o número de neurônios
é constante e suas posições nos circuitos são invariantes, o que muito facilita seu
estudo. Essas caracteŕısticas hodológicas permitem o estudo preciso das conexões
intraganglionares e da função que cada neurônio desempenha em seu interior. Nos
vertebrados, entretanto, o alto número de neurônios e a maior complexidade das
conexões são tais que é por ora imposśıvel entender como um microcircuito de fato
funciona. É provável que nos vertebrados também haja regularidade de número e de
posições de neurônios em um circuito mas devido ao elevado número de neurônios
que dele fazem parte é imposśıvel por enquanto saber quantos são e como se arti-
culam esses neurônios.

Uma forma bem conhecida de os neurônios se agruparem é a que caracteriza
os núcleos, conjuntos de neurônios que se aglutinam constituindo figuras às vezes
circunscritas e reconhećıveis em determinadas regiões (Figura 5). São particular-
mente reconhećıveis os núcleos que congregam motoneurônios, isto é, neurônios
que emitem seus axônios para a periferia e inervam células musculares. Cada
motoneurônio envia um axônio a várias células musculares. O conjunto do mo-
toneurônio e das células musculares por ele inervadas constitui uma unidade mo-
tora. Quando o motoneurônio emite um impulso todas as fibras por ele inervadas
contraem-se concomitantemente. Se o músculo executa movimentos muito precisos
um motoneurônio inerva apenas 4 ou 5 células musculares, se executa movimen-
tos grosseiros cada motoneurônio pode inervar centenas de células musculares. Por
exemplo: os olhos realizam movimentos sumamente delicados e precisos e suas
unidades motoras compõem-se de um motoneurônio para cada 4 ou 5 células mus-
culares. O b́ıceps braquial, que flete o antebraço sobre o braço e executa movi-
mentos grosseiros, é inervado por um motoneurônio para cada 200 ou mais células
musculares. No tórax as unidades motoras podem conter até 600 células muscu-
lares por motoneurônio, o que reflete a pouco precisa contração desses músculos,
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que em geral se contraem para manter posições (posturas) do tronco como parte de
comportamentos múltiplos, não para realizar movimentos finos e precisos.

Cada motoneurônio recebe geralmente milhares de contactos sinápticos pelos
quais lhe chegam impulsos elétricos já codificados em centros superiores, a fim
de executarem determinada tarefa motora (comportamento). É bem posśıvel que
nos vertebrados os motoneurônios ocupem posições mais ou menos fixas no corno
anterior da medula, tal como reconhecidamente ocorre nos gânglios de animais
invertebrados.

Em várias regiões do sistema nervoso central verifica-se disposição regular dos
neurônios em camadas transversais e colunas, o que facilita a participação de cada
neurônio em múltiplos circuitos locais, já que formam matrizes estruturais em cada
região. A Figura 5A mostra como se dispõem os neurônios no córtex cerebral; é
evidente a disposição em camadas horizontais e em colunas verticais. Estudos es-
truturais e eletrofisiológicos mostram que as colunas verticais constituem módulos
funcionais, que são microcircuitos muito complexos acoplados entre si. Desses cir-
cuitos emergem vias longas que levam as informações resultantes do processamento
nas colunas a outros pontos do sistema nervoso. Por exemplo: quando o córtex
cerebral programa certo comportamento (coçar a cabeça, sorrir, falar, caminhar,
etc.) tudo o que vai acontecer no comportamento é previamente programado e as
informações finais (muito complexas) são enviadas por neurônios espećıficos a pon-
tos distantes, a fim de haver acoplamento de várias funções. Finalmente, descem
impulsos para os motoneurônios em ordem já devidamente programada, os quais
ativam músculos espećıficos e nos fazem executar esses mencionados comportamen-
tos. As posições de motoneurônios em várias regiões do sistema nervoso central
aparecem na Figura 5 (v. legenda na pág. 14).

Além da ativação dos motoneurônios na gênese dos comportamentos, descem
informações para os circuitos que controlam a pressão arterial, a respiração, a li-
beração de glicose pelo f́ıgado etc. Esses ajustes vegetativos, como os chamamos,
são essenciais para que cada comportamento seja efetuado, visto que os neurônios
consomem 20% do oxigênio inspirado pelos pulmões, consumo que equivale a 10
vezes mais do que a média do organismo. Portanto, para que os neurônios fun-
cionem adequadamente é necessário fornecer-lhes oxigênio e glicose em quantidades
suficientes para seu funcionamento. Para isso é necessário elevar o fluxo de sangue
ao sistema nervoso central, o que se faz por dilatação dos vasos nos locais ativos.
Com a vasodilatação a pressão baixa e o sangue então não chega ao sistema ner-
voso em quantidade adequada; por isso, a pressão também tem que subir. De fato,
qualquer que seja o comportamento que estejamos produzindo em dado instante,
sempre ocorre aumento da pressão arterial e da respiração.

A Figura 6 representa algumas associações simples entre neurônios. Em 6A um
neurônio envia impulsos a outro, por meio de seu axônio, formando sinapses em
seus dendritos e pericário. Em 6B dois neurônios associam-se de modo que cada
um possa influenciar o outro em serie. Esse tipo de associação permite que um
neurônio excitado por outro lhe envie impulsos inibidores, limitando a excitação
que está recebendo, e portanto a freqüência dos impulsos, ou reforçando-a, man-
tendo uma atividade elétrica iterativa, oscilante, a qual transmite as oscilações a



Circuitos Neurais 13

Figura 5: Vide legenda na página 14.
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outros circuitos por intermédio de colaterais dos axônios. Em 6C o telondendro
de um neurônio se enreda nos dendritos de outro, no qual pode provocar excitação
ou inibição. Em 6D está ilustrada uma associação em que dois neurônios paralelos
ativam dois outros neurônios, também em paralelo, mas a passagem dos impulsos
pode ser regulada para mais ou para menos pelos dois neurônios horizontais, porque
estes intervêm na transmissão de informação nas duas cadeias laterais. Em 6E vê-se
uma associação que alguns pesquisadores descreveram, mas não muito convincen-
temente, já que não foi identificada por outros. Nessa associação de neurônios sem
dendritos nem axônios a interação implica os pericários dos vários neurônios, em
pontos diversos. Se essa associação existe, ela constitui um arranjo ideal entre
neurônios, já que permite a gênese de múltiplos circuitos virtuais em função dos
locais por onde entram sinais. Em 6F vê-se que um impulso originado no primeiro
neurônio excita dois interneurônios, que reexcitam ou inibem o neurônio originador
do impulso inicial. Esse tipo de circuito pode manter um processo de reexcitação
de um circuito fechado, o qual se completa em cada ciclo com um impulso ou uma
salva de impulsos no axônio do primeiro neurônio. Nesse caso o circuito é dito
reverberante (v. Figura 4A), que parece executar, entre outras, a função de reter
uma informação memorizada nos primeiros instantes do aprendizado, até que ela se
consolide em circuitos do mesmo local ou de locais bem distantes no sistema nervoso
central.

Figura 5 (Legenda). A: disposição de neurônios em colunas verticais e camadas
horizontais no córtex cerebral humano (mapa de Brodmann). Essa disposição é
regular no neocórtex de todos os mamı́feros mas há diferenças regionais que per-
mitem dividir o córtex cerebral em diversas áreas, algumas funcionalmente já bem
caracterizadas (área 17, relacionada com a visão; área 4, relacionada com a mo-
bilização voluntária de músculos durante a emissão de comportamentos, etc.). B:
posições de motoneurônios (neurônios que inervam diretamente os músculos) no
tronco encefálico. III, IV e VI, motoneurônios que movimentam os olhos. V, mo-
toneurônios que movimentam o maxilar inferior; VII, motoneurônios que movimen-
tam a face (lábios, nariz, pálpebras etc.) e outros. C, D, E: motoneurônios de alguns
segmentos da medula espinal, que movimentam a cabeça, o tronco e os membros.
Em C, núcleos motores, que movimentam a cabeça do gato. D, motoneurônios
que movimentam os membros posteriores. E: motoneurônios que movimentam os
membros posteriores. F: representação cartesiana do número de motoneurônios nos
núcleos 1 (que flexionam os dedos das patas posteriores), 2 (que estendem os dedos
e as pernas posteriores), 3 e 4 (que estendem as pernas), 5 (que estendem os mem-
bros posteriores em relação à pelve, 6 (que aproximam os membros posteriores da
linha média do corpo) e 7 (idem).

Quando os impulsos recorrentes são excitadores diz-se que a reaferentação (ou
reatroação, ou retroalimentação, feedback) é positiva. Sendo os impulsos recorrentes
inibidores, a circulação de potenciais no circuito tende a reduzir-se ou a cessar. Diz-
se, então, que há reaferentação negativa.

Na Figura 6G um impulso originado no neurônio 1 aciona o segundo, que emite
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Figura 6: Representação esquemática de alguns tipos de associação de neurônios
em circuitos elementares. As flechas indicam o sentido do fluxo de informação.
Descrição no texto.
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um impulso. Na sáıda do circuito, pelo ramo colateral do axônio, o neurônio 1 ativa
o 3, que mobiliza o 4 e o 5, produzindo impulsos repetidos nos axônios destes dois
últimos. Assim, esse circuito é multiplicador de impulsos na sáıda. Em 6H verifica-
se uma associação em que o neurônio 1 ativa o 3 mas, por meio da sinapse no
terminal do neurônio 1, o neurônio 2 pode controlar a transmissão de 1 para 3. Em
6I verifica-se divergência de impulsos de um neurônio, que excitam ou inibem vários
outros quando entra informação no primeiro; por conexões seriadas tais neurônios
podem levar a muitos outros a informação originada no primeiro neurônio. Em 6J,
por fim, ocorre o oposto, isto é, convergência de vários neurônios sobre um único,
que o ativam como parte de padrões funcionais distintos.

Os circuitos acima descritos, que certamente representam apenas uma fração
dos tipos de circuito que existem no sistema nervoso, formam complicadas redes,
pelas quais fluem correntes que transferem informação, sob a forma de potenciais
locais ou propagados de um ponto a outro. Essas correntes ativam ou inibem pon-
tos bem espećıficos das redes neurais, fazendo a informação fluir por vias também
espećıficas em dados instantes. Com isso, criam-se momentamente vias pelas quais
a informação chega aos locais em que provocará seu efeito final. Ao que parece,
a maioria dos circuitos contém muitos interneurônios, que funcionando como di-
minutas válvulas, alteram a direção e o sentido do fluxo da informação e assim
determinam a formação de vias espećıficas em dado instante.

No sistema nervoso humano existem aproximadamente 100 bilhões de neurônios,
cada um dos quais recebe milhares de sinapses. A interação desses neurônios por
intermédio dessas sinapses cria um número ainda incalculável de conexões, as quais
geram elevad́ıssimo número de padrões funcionais, tais como caminhar, falar, cal-
cular, prestar atenção, sorrir, sonhar, dar uma conferência, ouvir uma conferência
etc. etc.

Abstract. The nervous system, which is the most complex structure we know so
far, is the result of the coupling of specific cells, the neurons. The neurons are cou-
pled according to different patterns, making up the neural circuits, most of which
are microcircuits. As in electronics, the circuits are the structures that generate
neural functions. In some animals placed in the lowest levels of the phylogenetic
scale (such as worms, insects, medusae etc.) the nervous system contains a few
thousands of neurons, which are able to generate all the functions necessary for
such organisms to survive and reproduce. In humans, however, the nervous sys-
tem contains nearly 100 billion neurons and 200 billion glial cells (the functions
of the latter as parts of neural circuits are still poorly understood). These cells
probably make up trillions of connections, which in turn generate the complex
behaviors that characterize the phylogeneticaly upper animals, including mental
activity. Artificial staining of the neurons makes it possible to identify some very
simple circuits but presently only electronic microscopy allows the detailed study
of microcircuits; however, this technique is extremely slow if trillions of neural con-
nections are considered. Therefore, the description of how neurons are coupled to
generate microcircuits and, consequently, how such circuits are arranged, a nec-
essary step for the understanding of how complex functions are generated in the
nervous system, is not possible as yet. Electrophysiology, the study of the electrical
signals generated by living cells, has contributed much to the understanding of how
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neural circuits work but it has not led so far to understand the functioning of whole
circuits. The main reason for such a limitation is that microcircuits may lodge from
hundred to thousands of neurons in a volume that is less than a small fraction of
one cubic milliliter. This limitation renders impossible the task of recording the
electrical potentials of every neuron in a circuit (in fact, only a few neighboring
neurons are accessible to such approach). We know already reasonably well the ar-
chitecture of only a few elementary neural modules, which exist in invertebrates as
well in vertebrates, and that distribute neural impulses to central neurons bringing
information from the periphery (sensory pathways) and from the central nervous
system to the periphery (motor impulses to muscles and organs that produce blood
pressure, respiration, endocrine functions etc.).
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Resumo. Modelos neurais distribúıdos são caracterizados por interações não locais.
É apresentada uma discussão sobre interpretações neurobiológicas destes modelos
e do fenômeno de morfogênese que ocorre em algumas situações. Focalizaremos
em especial os desenvolvimentos que tiveram origem na conjunção dos trabalhos
clássicos de H.K.Hartline e J.D.Cowan com o de A.M.Turing relacionados à visão.

1. Introdução

“Os cientistas tentaram, com os seus cérebros, compreender os modelos matemáticos
de populações distribúıdas, com alguns resultados. Agora, eles tentam entender os
seus cérebros com os modelos matemáticos de populações distribúıdas! ” sec. Lee
A. Segel

A Neurofisiologia moderna, sua abordagem matemática e seu extraordinário de-
senvolvimento nas últimas décadas são indubitavelmente marcados pelos históricos
trabalhos dos fisiologistas ingleses A.L.Hodgkin e A.F.Huxley [19].

O modelo matemático de Hodgkin-Huxley para a dinâmica isolada de um neurônio
é uma das mais notáveis e bem sucedidas descrições matemáticas, considerando-se
não apenas a Biologia mas qualquer campo do conhecimento. Este fato é particu-
larmente surpreendente se lembrarmos que o tratamento quantitativo em biologia
até então restringia-se quase que exclusivamente a abordagens estat́ısticas e muito
raramente se dedicava à formulação de modelos matemáticos derivados de prinćıpios
fundamentais.

O histórico artigo de 1952 constituiu-se no fecho de uma série de trabalhos
dos mesmos autores que já vinham chamando a atenção de um grande número de
fisiologistas com inclinações f́ısico-matemáticas que, a partir dáı, foram definitiva-
mente cativados por esta linha de pesquisa. O aparecimento repentino de uma área
matematizada de pesquisa em fisiologia foi um acontecimento de grande significação
para o desenvolvimento posterior das ciências biológicas muito embora se tratasse
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de uma questão espećıfica de fisiologia celular e aparentemente isolada do universo
macroscópico.

Sob uma perspectiva atual é ainda mais notável que um matemático também
inglês, A.M.Turing, tenha publicado ao mesmo tempo que Hodgkin e Huxley um
artigo sobre modelos matemáticos da morfogênese que se constituiria no outro pi-
lar básico da Biomatemática moderna [62]. Ao contrário, todavia, dos fisiologistas,
Turing não publicou qualquer outro artigo anterior (nem posterior!) em áreas corre-
latas e, talvez por este motivo, o seu trabalho manteve-se incognito da comunidade
cient́ıfica por mais de uma década, e mais ainda da área biológica.Também é interes-
sante frisar que o trabalho de Turing despontava com uma abordagem macroscópica
e populacional, totalmente oposta à tendência reducionista e molecular que tomou
conta da biologia a partir da segunda metade do século XX. Além disso, a finalidade
prećıpua deste trabalho era apresentar um posśıvel mecanismo para elucidar os pro-
cessos “mágicos” que resultam na formação das complexas estruturas biológicas e
não a dedução de um modelo matemático construido inequivocamente a partir de
prinćıpios e hipóteses solidamente firmados.

A abordagem matemática de Turing apresenta assim um novo paradigma na Bio-
matemática e é essencialmente distinta daquela empregada por Huxley e Hodgkin.
Esta última é perfeitamente enquadrada dentro do paradigma clássico da F́ısica
(ou, da Engenharia) cujo objetivo patente é sempre descrever, e prever, a evolução
dinâmica de um sistema a partir de “leis” fundamentais. O trabalho de Turing não
impõe dedutivamente a necessidade do modelo matemático apresentado mas apre-
senta argumentos que fazem com que a sua explicação se torne plauśıvel, ou me-
lhor, que as hipóteses relacionadas sejam suficientes para a explicação do fenômeno.
Podeŕıamos dizer que esta abordagem tem um caráter hipotético, qualitativo e
suficiente, mas não pretende o caráter de uma “lei biológica”, [57]. Ainda como as-
pecto inovador da metodologia cient́ıfica, a estratégia de Turing faz uso impĺıcito do
prinćıpio de parcimônia de Ockam (“dentre todas as explicações consistentes para
uma observação, aquela mais simples é, provavelmente, também a mais correta”)
no sentido de buscar prinćıpios suficientes, e suficientemente simples, que possam
explicar fenômenos complexos na forma como são observados.

Não havendo nenhum outro modelo rival que se compare a ele em simplicidade e
na sua capacidade explanatória, e sendo o modelo de Turing baseado em argumen-
tos não apenas simples, mas muito bem conhecidos, sem necessidade da inclusão
extemporânea de qualquer hipótese obscura e “mágica ”, é natural que despertasse
por um lado uma adesão entusiasmada quanto por outro uma oposição cética e até
ferrenha.

E, de fato, a existência de quaisquer mecanismos autônomos de formação de
estruturas encontrava forte resistência mesmo em se tratando de sistemas simples
como as reações qúımicas inorgânicas, a ponto do, hoje famoso, trabalho experimen-
tal de N.Belousov de 1951 ter sido rejeitado “in limine” para publicação na União
Soviética até a década de 1970. O editor ridicularizou a observação experimental de
Belousov , certamente sem tentar reproduzi-la, como sendo imposśıvel frente às leis
da termodinâmica. (“Não me confundam com os fatos!”). Pode-se imaginar então,
qual não seria a reação contra o abstrato mecanismo de Turing para a explicação
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de um processo ainda “inobservável ”. Entretanto, foi exatamente a qúımica o
canal cient́ıfico que retirou o modelo de Turing da obscuridade, e isto, por obra dos
trabalhos desenvolvidos pela escola de f́ısico-qúımica liderada por I.Prigogine em
Bruxellas a partir do final da década de 1960, [39]. Até certo ponto é compreenśıvel
que o reavivamento da teoria de Turing partisse desta ciência uma vez que o exem-
plo espećıfico de seu artigo de 1952 se referia a reações qúımicas. Entretanto, é
importante notar que a formação de estruturas em Biologia, ou seja, a morfogênese,
era a motivação principal de Turing como se pode ver tanto pelo t́ıtulo do artigo
como pela sua frase introdutória reproduzida na citação abaixo.

O desenvolvimento posterior das idéias de Turing em contextos biológicos foi um
trabalho liderado principalmente pela escola inglesa de James Murray, [37], assim
como por Hans Meinhardt na Alemanha, [34], e Lee Segel nos EUA, [49], [30]. Não
seria portanto, surpreeendente que, mais cedo ou mais tarde, estas duas vertentes
fundamentais da fisiologia matemática, que nasceram incomunicáveis e com escopos
e sob paradigmas tão diversos, ainda que próximas no tempo e no espaço, viessem
oportunamente se encontrar em alguns pontos da biologia teórica.

No corrente trabalho pretendemos apresentar uma introdução à teoria de Turing
sobre posśıveis mecanismos de formação de estruturas e, posteriormente, relaciona-
los a questões de natureza neurobiológica, especialmente com respeito à visão. A
confluência destas vertentes da biologia teórica se deu por conta de um surto de
trabalhos surgidos ao final da década de 1970. Estes trabalhos deram ińıcio a uma
verdadeira revolução no que diz respeito à construção sociológica e psicológica de
teorias cient́ıficas no decurso da qual antigas barreiras de comunicação e paradig-
mas de visão cient́ıficos tiveram que ser transpostas, [22]. Dentre esses trabalhos,
trataremos com maior detalhe os desenvolvimentos que se seguiram aos artigos [16]
e [25], [9] e [58]; uma escolha até certo ponto arbitrária que poderia também incluir
com igual justificativa vários outros.

O mecanismo de formação de estruturas proposto por Turing em seu modelo
matemático é uma das ideias mais prof́ıcuas e fundamentais da Biomatemática
contemporânea no que esta trata da dinâmica de populações distribuidas continu-
amente, uma área extremamente ampla que inclui desde populações microscópicas
no ńıvel atômico-molecular até o ńıvel de populações humanas. O exemplo origi-
nal empregado por Turing para descrever a sua teoria de morfogênese baseou-se,
possivelmente por motivos pedagógicos, na vetusta teoria da cinética qúımica, onde
as populações moleculares são distribúıdas segundo a sua posição espacial e as in-
terações ocorrem por interações de reação intermediada pela chamada “lei de ação
das massas ”. O objetivo central do modelo de Turing é demonstrar a possibilidade
de existência de estruturas que seriam caracterizadas como soluções estacionárias e
estáveis para as distribuições populacionais de sistemas submetidos a processos de
difusão e reação. No exemplo tratado pelo artigo de 1952 as estruturas são represen-
tadas por “desenhos” , ou “formas”, no espaço f́ısico tal como também acontece em
vários outros casos em neurobiologia [9], [3], [58]. Entretanto, a teoria é facilmente,
e vantajosamente, extenśıvel para o estudo de estruturas em espaços de aspectos
muito mais gerais, o que é particularmente importante também para a neurobiologia
[26], assim como para outras áreas biológicas, como a imunologia, [51].
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O modelo de Turing emprega um sistema de equações diferenciais parciais não
lineares de difusão cujas propriedades haviam sido muito pouco estudadas até àquela
época. A notável exceção a ser feita para este silêncio matemático é um trabalho
seminal com motivação também biológica, [28], sobre a existência de ondas via-
jantes para a equação de difusão com dinâmica vital autônoma, em especial de Ver-
hulst. Esta equação havia sido empregada pelo estat́ıstico e geneticista inglês Ronald
Fisher em um famoso artigo de 1935 sobre propagação de genes em populações o
que serviu de pretexto para a sua análise matemática. Diz-se, maliciosamente, que
a motivação biológica do artigo foi de Fisher e as brilhantes idéias matemáticas
nele introduzidas foram inventadas por Kolmogorov, formalizadas por Petrovskii e
redigidas por Piskunov.

Este trabalho pode ser considerado com toda a justiça como como o terceiro
tripé da Biomatemática moderna. A sua influência sobre a neurobiologia teórica
/ matemática é tão vasta e profunda quanto a de Turing, em grande parte devido
também ao fato de que as equações de Hodgkin-Huxley têm essencialmente a mesma
natureza da equação de Fisher (KPP-F) e o fenômeno de propagação de ondas,
tanto nos axônios [24], [44], como em populações neurais [45], é um tema central da
neurobiologia.

A formação e a dinâmica de ondas viajantes e frentes de ondas em sistemas
distribúıdos e submetidos a processos de difusão e reação é um fenômeno ub́ıquo
na natureza, sendo um exemplo t́ıpico disso aquele observado por Belousov. Em
Biologia este fenômeno foi observado pela primeira vez no córtex de um cão pelo
fisiologista brasileiro A.A.P.Leão em 1944, [29], e posteriormente em diversas outros
contextos: [33] e [65].

É interessante observar que a propagação de frentes de ondas também pode ser
classificada como um fenômeno de morfogênese de padrões dinâmicos, ao contrário
dos padrões estacionários que são o tema central do modelo de Turing e, de certa
forma, também o deste trabalho.

Pretendemos apresentar no restante deste artigo, na forma de um esboço, e tanto
quanto permitido pelo espaço, algumas idéias básicas da dinâmica populacional
no contexto de Turing aplicadas a algumas questões espećıficas da neurobiologia
teórica, com especial atenção para a neurobiologia da visão. A escolha desta área
se deve à facilidade com que podemos nela exemplificar de forma prática e concreta
alguns processos fundamentais de todo o sistema neurobiológico. Além disso, a visão
é o portal por excelência daquilo que, vagamente, reconhecemos ser a “consciência”,
este, o atributo mor dos sistemas neurobiológicos e, com absoluta certeza, o tema
pinacular de toda a ciência, [4].

Organizaremos a exposição de acordo com a ordem dos seguintes tópicos:
II-A TEORIA DE TURING: PROCESSOS DE ATIVAÇÃO E INIBIÇÃO
III-O MODELO DE TURING PARA INTERAÇÕES NÃO LOCAIS: MODE-

LOS NEURAIS
IV-MODELO DE SWINDALE PARA O FENÔMENO DE DOMINAÇÃO O-

CULAR DE HUBEL-WIESEL
V-PADRÕES DE PERCEPÇÃO VISUAL EM ALUCINAÇÕES: O MODELO

DE COWAN-ERMENTROUT
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VI-OS MODELOS DE HARTLINE-RATLIFF-KNIGHT-PESKIN: BANDAS
DE MACH

VII-MODELOS COM DISTRIBUIÇÃO CONT́ıNUA DE ESTADOS NEURAIS:
OS NOVOS “INSTRUMENTOS ” DE OBSERVAÇÃO

Não tentaremos de forma alguma lecionar sobre os aspectos fisiológicos das
questões aqui tratadas por falta eventual de espaço e definitiva de ousadia. Esta
dificuldade reverte-se para bem do(a) leitor(a) já que existe uma vasta literatura
a respeito escrita com verve e precisão pelos personagens principais do desenvolvi-
mento recente da neurobiologia teórica. Citamos em especial os excelentes textos
gerais de biomatemática, [37], [24], [56],e [43], que são particularmente úteis para os
leitores provenientes da matemática, e o notável texto de biologia da visão escrito
por uma autoridade da área e especialmente apropriado para iniciantes preten-
siosos: D.A.Hubel-“Eye, Brain and Vision”, W.H.Freeman, 1988. Uma fonte mais
detalhada e acesśıvel sôbre fisiologia da visão é encontrada no śıtio:

http://webvision.med.utah.edu .

2. A teoria de Turing: Processos locais de ativação
e inibição

“In this section a mathematical model of the growing embryo will be described. This
model will be a simplification and an idealization, and consequently a falsification”
Alan Turing.

A estratégia de Turing para explicar a morfogênese biológica em suas mani-
festações mais elementares consiste na construção de um modelo simples, e portanto
falso como ele mesmo enfatiza, que resulte em uma formação “espontânea ” de es-
truturas , isto é, destitúıdo de qualquer hipótese “maliciosamente arquitetada” ou
um mecanismo previamente deliberado para reproduzi-las. Por isso, Turing lançou
mão de dois processos corriqueiros que já eram conhecidos e amplamente utilizados
na f́ısico-qúımica há mais de um século: a difusão simples (Fick) e a interação de
espécies por meio da “lei de ação das massas ”. Tais processos f́ısico-qúımicos estão
presentes em circunstâncias tão variadas e frequentes que parece totalmente im-
plauśıvel a sua suficiência para a formação de estruturas complexas e excepcionais.
O que Turing mostrou é que a simples ocorrência destes processos não é, de fato, su-
ficiente para a morfogênese; é necessário que condições de ajustes paramétricos finos
sejam também verificados, e é neste ponto que a excepcionalidade e a complexidade
do fenômeno serão explicadas.

A lei de ação das massas pressupõe que uma reação efetiva entre duas espécies
aconteça com taxa proporcional a uma fração dos encontros entre seus elemen-
tos e que, por sua vez, estes encontros aconteçam com uma taxa proporcional às
densidades (moles por unidade de volume) das mesmas espécies envolvidas. A
taxa (frequência) de encontros depende naturalmente de movimentos microscópicos
aleatórios, chamados movimentos brownianos, que são incessantemente efetuados
pelas moléculas. Este mesmo movimento browniano resulta em um processo clássico
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Figura 1: Esboço art́ıstico e preciso do corte da retina de um mamı́fero desenhado
pelo famoso neuroanatomista espanhol Santiago Ramón y Cajal. A luz incide de
baixo para cima até atingir as células fotoreceptoras (bastões e cones) na parte
superior. O feixe (nervo) ótico sai pelo “ponto cego” da retina, abaixo do desenho.
Esta disposição invertida, aparentemente incômoda, deve ter suas razões, mas que
a própria razão humana ainda desconhece, [21].
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Figura 2: Esboço simplificado do olho “rudimentar” de um Limulus Polyphemus.
O gráfico abaixo representa a região excitada (positiva) e a região inibida(negativa)
como resultado da iluminação pela seta, [47]

de difusão de Fick que já havia sido analisado de maneira simples e notável em al-
guns dos trabalhos de Einstein no annus mirabilis de 1915, [6].

Portanto, podemos dizer que o mecanismo fundamental assumido pelo modelo de
Turing foi o processo clássico de difusão que servia de instrumento para possibilitar
a intercomunicação e, por conseqüência, a interação entre as moléculas. É impor-
tante frisar entretanto que o argumento básico é a possibilidade de interação e não
exatamente o mecanismo que o possibilita; este pode ser amplamente generalizado
como de fato veremos.

A extensão desta teoria para populações não qúımicas exigirá a identificação
de processos de intercomunicação entre os seus indiv́ıduos que sejam causa e meio
de suas modificações mútuas. Para populações de microorganismos, o mecanismo
f́ısico-qúımico browniano que leva a contatos materiais pode ser verificada, [50].
Entretanto, há populações de vários tipos de organismos, micro ou macro, que
não efetuam um movimento browniano propriamente dito mas, por outro lado, ap-
resentam comportamentos universais de busca aleatória autônoma cuja formulação
matemática é essencialmente idêntica à do exemplo f́ısico-qúımico. Assim, o modelo
matemático e os argumentos de Turing são perfeitamente preservados ainda neste
contexto apesar da disparidade da interpretação biológica [49],[50],[23].

Mecanismos muito mais sofisticados de intercomunicação entre organismos e
células, fazem uso de sinalizações qúımicas e são também universalmente encontra-
dos em biologia, [50],[24] e [11]. Nesses casos os indiv́ıduos biológicos interagem
pelo contato material com o sinalizador qúımico através de sensores e não direta-
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mente entre si. É interessante observar que o movimento browniano é, em última
análise, o processo f́ısico básico que promove a difusão das substâncias sinalizadoras
e, portanto, mais uma vez, se encontra no fundamento do mecanismo de interação.
Sinalizações sonoras [38] e luminosas [7] são também comuns na sociobiologia de
vários outros organismos, pequenos e grandes.

Nos sistemas que nos interessam os indiv́ıduos são os neurônios, e as “espécies”
de neurônios a serem consideradas não se constituem necessariamente de células
fisiologicamente distintas, mas, por exemplo, de células em estados distintos de
excitação [27],[45],[61]. Por outro lado, a intercomunicação entre elas se processa
(quase que) materialmente através de sinapses entre axônios e dendritos, isto é, entre
partes das próprias células, embora de maneira muito peculiar. Ressalve-se, a bem
da verdade, que as sinapses envolvem também uma sinalização qúımica difusiva, mas
quase de contato [21]. Os dendritos podem ser amplamente ramificados, atingindo
inúmeras outras células, e os axônios podem ser extremanente longos comparados
às dimensões do corpo do neurônio propriamente dito. Além disso, a sinapse tem
uma eficiência dinâmica e variável com o tempo e uso, e esta caracteŕıstica da
intercomunicação neural é um dos aspectos fundamentais e cruciais para o estudo
dos comportamentos t́ıpicos dos sistemas neurológicos [21],[17].

Apesar da total diversidade de interação sob o ponto de vista fisiológico, é notável
que os argumentos de Turing possam permear todas as situações descritas com base
em argumentos relativamente simples. A formulação conveniente dos argumentos de
Turing em termos de escalas de espaço e tempo que possibilitaram a sua aplicação
generalizada deve-se em grande parte a Segel e Levin [49].

Apresentaremos a seguir, de forma quase esquemática, estes argumentos que
tornam plauśıveis um modelo distribúıdo interativo para descrição de fenômenos
de morfogênese em seus aspectos mais básicos e simples. A nomenclatura, assim
como os conceitos básicos utilizados para a construção do modelo matemático serão
introduzidos sem maiores formalidades; maiores detalhes podem ser consultados na
literatura [12],[14].

É interessante notar inicialmente que os processos difusivos da forma clássica
de Fick são comumente relacionados a uma tendência uniformisadora da densidade
distribúıda. Esta propriedade concorre obviamente na direção oposta à formação de
estruturas, ou formas, uma vez que estas são caracterizadas pela manutenção de con-
tornos e fronteiras bem definidas e ńıtidas. Portanto, de sáıda, o contexto escolhido
por Turing parece não somente implauśıvel como também contaditório. O modelo
de Turing mostrou como o comportamento difusivo de duas espécies interativas,
desde que em circunstâncias adequadas, pode reverter a tendência uniformizadora
da difusão e assim também as nossas expectativas mais ingênuas.

Lembremos que o processo clássico de difusão em uma população descrita pela
função densidade ρ(x, t), onde x ∈ Rn representa o espaço de aspecto da população,
é caracterizado por um fluxo da forma J = −D ∂ρ

∂x , onde ∂ρ
∂x , deve ser entendido como

a derivada (gradiente) da função ρ(x, t), e D como o coeficiente de difusão. Para
efeito didático, na apresentação do modelo de Turing, o espaço de aspecto será, por
enquanto, identificado com o espaço f́ısico e, portanto, a densidade ρ(x, t) terá a
sua interpretação mais usual.
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A derivada ∂2ρ
∂x2 será interpretada, já com vistas à sua generalização, como uma

medida (infinitesimal) da heterogeneidade local da distribuição dos indiv́ıduos da
população. Para isso, introduzimos o conceito de média no seguinte sentido auto
explicável: 〈ρ〉h(x, t) =

∫
B(x,h)

ω(z)ρ(z, t) dz, onde B(x, h) = {z, | x−z |≤ h}, e onde

ω é uma função de peso positiva, em geral ω = 1. É fácil ver que, para pequenos
valores de h, uma medida da heterogeneirade da distribuição nas vizinhanças de x

pode ser definida como δhρ (x, t) = ρ(x,t)−〈ρ〉h(x,t)
volB(x,h) , que será analisada segundo uma

expansão na ordem de potências de h. Aproximações de ordem superior em h podem
ser interpretadas como medidas “quase-locais ” (não locais) da heterogeneidade e,
pela simetria, quando houver, conclui-se que apenas derivadas de ordem par serão
retidas nesta expansão. Portanto, em geral, o “fluxo” que promoverá tendências

homogeneizadoras “quase-locais” terá a forma genérica Jm =
m∑

k=0

−Dk
∂2k+1ρ
∂x2k+1 ; o

fluxo de Fick é de ordem m = 0. Em modelos neurais a não-localidade é mantida
em toda a sua extensão, isto é, para todos as potências de h, o que implica na
utilização de um funcional integral para o fluxo, ou, um operador diferencial de
ordem infinita. Estes modelos têm sido relativamente pouco explorados ainda em
biomatemática como de resto, em toda a matematica aplicada, [13].

Voltando ao caso clássico, podemos então interpretar o coeficiente de difusão D
como representativo tanto da “motilidade ” da espécie como da “transitabilidade”
do meio em que se dá a movimentação dos indiv́ıduos. Sob um ponto de vista
generalizado podemos interpreta-lo como a capacidade de interação dos indiv́ıduos.

Indiv́ıduos que se movimentam mais rapidamente têm, naturalmente, uma taxa
de encontro maior. Este resultado muito conhecido no âmbito molecular (“lei de Ar-
rhenius ”) também não tem sido apropriadamente abordado no contexto biológico.

No presente modelo consideraremos este parâmetro como constante mas é facil-
mente imaginável situações biológicas em que a capacidade de interação entre os
indiv́ıduos dependa radicalmente da posição (heterogeneidade do meio), do tempo
(influencias externas), ou mesmo da densidade local da população.

Considerações simples quanto ao sistema de unidades nos fornecem facilmente
a dimensionalidade de D, [D] = L2T−1,que independe da dimensão do espaço de
aspecto. O significado deste parâmetro como escala intŕınseca é simples mas de
crucial importância para a compreensão dos argumentos de Turing e, de resto, para
qualquer estudo sobre processos difusivos. Para entendermos isto, lembremos que a
solução fundamental da equação de difusão nos mostra que o ‘sinal difusivo’ emitido
por uma fonte pontual é sentido a uma distância x depois de um intervalo de tempo
proporcional à seguinte expressão τ ∝ x2

D . Segel denomina este resultado elementar
e fundamental, mas pouco enfatizado, como sendo a ‘regra de ouro’ da difusão, [31],
[13].

Uma vez definido o processo de movimentação e estabelecido que a interação se
dá “corpo a corpo”, é necessário analisar a dinâmica de reação.

Iniciaremos esta análise com o caso mais simples e mais importante da dinâmica
populacional, a dinâmica Malthusiana, cuja representação matemática é dada na
forma: du

dt = au, onde a uma constante e u uma concentração homogênea de



10 Ferreira Jr.

população. Mais tarde veremos que esta simplificação é suficiente para os nos-
sos propósitos, se bem entendida, uma vez que consideraremos a dinâmica apenas
nas imediações de uma solução onde o modelo Malthusiano fornece uma excelente
descrição.

Inicialmente observemos que a expressão acima pode ser escrita como 1
u

du
dt = a,

o que significa uma taxa de auto influência espećıfica constante. Considerando
agora a dimensionalidade dos termos, concluimos que [a−1] = T e, portanto o
parâmetro a designa uma escala de tempo intŕınseca do sistema. Para melhor
entender o importante significado deste parâmetro consideremos o caso espećıfico
de uma dinâmica auto inibidora, isto é, onde a < 0, que se inicia com N indiv́ıduos
(em medida dimensionalizada). Observando agora que o número de indiv́ıduos que
sobreviveram exatamente até o intervalo {t, t + dt] é −du , isto é, aqueles que
viveram até lá e de lá não passaram ou, ainda, os que morreram no seu transcurso,
concluimos que o seu tempo médio de vida é dado por:

τ = −1
N

N∫
0

t du = a−1. O mesmo argumento pode ser reproduzido com uma

dinâmica auto ativadora, ou catalisadora, isto é, com a > 0.
Portanto, reunindo as duas interpretações, concluimos que os indiv́ıduos de uma

população submetida simultaneamente a um processo de difusão e a uma dinâmica

Malthusiana negativa, percorrem uma distância da ordem de
√

D
a . Este resultado

simples, mas não trivial, é fundamental para a interpretação da teoria de Turing.
Consideremos agora um sistema de duas espécies distribúıdas no espaço segundo

as densidades ρi(x, t) , i = 1, 2, e submetidas a processos de difusão clássicos com
coeficientes de difusibilidade distintos Di 6= 0 . Suponhamos ainda que as duas
espécies interagem pela ‘lei de ação das massas’, de tal forma que o prinćıpio de
conservação aplicado a ambas nos fornece o seguinte sistema de equações diferenciais
parciais:

∂ρi

∂t = Di
∂2ρi

∂x2 + Ri(ρ1,ρ2) , i = 1, 2.

Uma estrutura neste sistema seria simplesmente uma solução estacionária, isto
é, independente do tempo, mas efetivamente dependente do espaço, ui(x), e dinami-
camente estável.

Chamaremos estas soluções de “padrões”, ou “formas ”. O conceito filosófico de
estrutura, padrão ou forma é aparentemente mais rico pois pressupõe alguma “par-
ticularidade ”. Entretanto, esta “particularidade ” depende dos olhos do observador,
isto é, se lhe parece comparável a alguma outra estrutura previamente conhecida,
ou não! É imposśıvel determinar qual distribuição espacial é um “padrão aceitável”
sem uma lista exaustiva ou descritiva do que isto significa. O reconhecimento de
padrões é uma questão de relevância central no estudo da cognição visual [55], assim
como na teoria de sistemas imunes no que diz respeito ao processo de auto identi-
ficação, [51]. Sugirimos ao (à) leitor(a) relacionar este conceito com a sua própria
cognição visual atentando para as ilustrações da figura 5 e consultando algumas
figuras no śıtio, [10].

A teoria de Turing tem por objetivo simplesmente (!) mostrar que a formação de
estruturas em um sentido geral pode ocorrer sem a necessidade de um mecanismo
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de instruções algoŕıtmicas e teleológicas. A construção de estruturas pré almejadas
como, por exemplo, manchas na pele do leopardo, listas na pele da zebra, [37], ou no
cortex visual, [58],[59], atividades neurológicas correspondentes a alucinações [9], e
muitos outros, [37], são questões espećıficas a serem resolvidas nos seus respectivos
contextos. A explicação que o mecanismo de Turing de fato oferece a uma vast́ıssima
gama de formação de padrões espećıficos constatam cabalmente que a teoria não é
somente é plauśıvel.

A demonstração de existência de soluções padrões para um sistema geral é uma
tarefa dif́ıcil ainda hoje e seria praticamente imposśıvel há meio século atrás. Além
disso, as demonstrações matemáticas rigorosamente técnicas não são exatamente os
argumentos mais convincentes em matemática aplicada pois usualmente requerem
hipóteses sem significado biológico e frequentemente produzem resultados de dif́ıcil,
ou inexistente, interpretação.

A estratégia de Turing foi então supor uma situação mais espećıfica em que o
sistema homogêneo e destitúıdo de difusão dui

dt = Ri(u1,u2) , dispõe de uma solução
estável, digamos ui0, e determinar sob que condições (valores dos parâmetros) a
introdução de processos difusivos poderiam desestabilizar o sistema, e portanto,
leva-lo a uma outra solução, possivelmente estacionária. Enfim, o objetivo era bem
mais modesto do que demonstrar diretamente a existência de soluções padrões; era
principalmente o de analisar a existência de mecanismos dependentes apenas de
processos difusivos clássicos e interações de massa que possam construi-las a par-
tir de estados totalmente sem estruturas (“caldos ”), ou seja, uniformes no espaço.
Naturalmente, a instabilidade da solução estacionária original, não garante que uma
perturbação levaria o sistema a uma solução padrão estacionária; há a possibilidade
de que o sistema se aproxime de soluções do tipo frentes de ondas [24], caóticas
[24], ou simplesmente sem classificação, que todavia podem ser consideradas como
padrões dinâmicos, e o foram pelo proprio Turing.(“Most of an organism, most of
the time, is developing from one pattern into another, rather than from homogeneity
into a pattern . One would like to be able to follow this more general processes math-
ematically also. The difficulties are, however, such that one cannot hope to have
any very embracing theory of such processes, beyond the statement of the equations.
It might be possible, however , to treat a few particular cases in detail with the aid
of a digital computer”. [62].

A demonstração de que simples processos difusivos poderiam desestabilizar es-
tados uniformes já era uma idéia suficientemente revolucionária para a época.

Os argumentos serão apresentados em uma dimensão, isto é, para x ∈ R1 já que
em dimensões superiores apenas a manipulação algébrica se torna mais complexa
sem qualquer acréscimo conceitual significativo.

Escrevendo o sistema de Turing homogêneo na forma vetorial, u = (u1,u2) e
du
dt = R(u), a condição de que o estado estacionário uniforme u0 = (u10,u20) seja
assintoticamente estável nos leva à concluir que a matriz jacobiana

∂R
∂u =

(
∂R1
∂u1

∂R1
∂u2

∂R2
∂u1

∂R2
∂u2

)

( u0)

= A =
(

A11 A12

A21 A22

)

tem apenas autovalores com a parte real negativa, condição equivalente às
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seguintes afirmações:
1)-Tr(A) = A11 + A22 < 0
2)-det(A) = A11A22 −A21A12 > 0. [2].
Voltando ao modelo completo de Turing, com difusão, abordaremos a questão

sobre a possibilidade de que alguma perturbação, qualquer que seja ela, indepen-
dente de condições de fronteira, possa desestabilizar a solução uniforme. Observe
que ρ(x, t) = ρ0 = (u10,u20) = constante, é uma solução ( estacionária, uniforme)
do sistema completo. Desestabilizar aqui significará, desestabilizar o sistema line-
arizado que descreve, aproximadamente, o comportamento dinâmico do modelo
matemático quando ρ(x, t) ≈ ρ0 = (u10,u20), ou seja, ρ(x, t) = ρ0 + η(x, t), en-
quanto a perturbação η(x, t) ≈ 0.

O modelo de Turing linearizado nas vizinhanças da solução uniforme é obtido
tomando-se apenas os termos lineares em η expandidos na equação

∂ρ
∂t = ∂{ρ0+η(x,t) }

∂t = D ∂2

∂x2 {ρ0 + η(x, t) } + R({ρ0 + η(x, t) }), ou seja,
∂η
∂t = D ∂2η

∂x2 + Aη = Lη

onde D é uma matriz diagonal D =
(

D1 0
0 D2

)
e Di são os respectivos

coeficientes de difusão de cada espécie.
A equação linearizada fornecerá a tendência dinâmica da perturbação ρ(x, t) =

ρ0 + η(x, t) enquanto ela permanecer nas vizinhanças de ρ0, ou seja , enquanto
η(x, t) ≈ 0. Portanto, a questão se resume em analisar a evolução temporal da
solução η(x, t) da equação linearizada considerando-se a possibilidade de quaisquer
condições iniciais. Para isso, considerando o caráter linear da equação, utilizaremos
o prinćıpio de superposição de Fourier que nos leva a dinâmicas na forma η(x, t) =
eλtvλ(x), onde v é uma solução do problema espectral livre Lv = λv . Neste caso,
v representará a perturbação inicial η(x, 0) = vλ(x). Em prinćıpio supomos então
que todas as perturbações iniciais possam ser bem representadas como superposição
cont́ınua da famı́lia {λ} de funções espectrais {vλ}λ, o que é a própria essência do
Método de Fourier.

Portanto, para desestabilizar o sistema, basta que exista uma destas funções
com λ > 0 .

Para analisarmos esta questão utilizaremos novamente o prinćıpio de Fourier na
representação das funções vλ como superposição de funções do tipo vλk

(x) = eikxwk

, onde wk ∈ R2 −{0} é constante. Observemos que interessa-nos apenas funções
limitadas no espaço, razão porque o número de onda k deve ser real.

Finalmente, as funções básicas vλk
(x) = eikxwk devem ser procuradas como

soluções da equação espectral
Lvλk

(x) = λkvλk
(x), ou seja,(

D ∂2

∂x2 + A
)

eikxwk = eikx(−k2D + A)wk = eikxλkwk,

que se reduz ao problema espectral algébrico para
(−k2D + A)wk = λkwk,
cuja solução , não trivial, somente é posśıvel se
det(−k2D + A− λk) = 0.
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Enfim, existirá uma perturbação eikxwk inicial não estável para algum k real,
(isto é, cuja evolução

η(x, t) = eλkteikxwk crescerá), somente se a matriz
A(k) = −k2D + A
tiver algum autovalor λ com parte real positiva.
Voltamos pois ao conjunto de condições equivalente à estabilidade de uma matriz

2× 2 :
1-Tr(A(k)) < 0
2-det A(k) > 0,
que neste caso “deve ”ser violado.
Já que a primeira condição é automaticamente satisfeita,
Tr(A(k)) = Tr(A)− k2(D1 + D2) ≤ tr(A) < 0,
resta-nos apenas a segunda condição. Portanto, para a existência de perturbações

instáveis, é necessário determinar valores dos parâmetros das matrizes D e A , (co-
eficientes de difusão e reação) para que tenhamos det A(k) = D1D2k

4 − (A11D2 +
A22D1)k2 + det A < 0 para algum k real.

Observemos inicialmente que a expressão acima se trata de um polinômio de
segundo grau na variável real positiva s = k2,

P (s) = D1D2s
2 − (A11D2 + A22D1)s + det A, e , como

P (0) = det A > 0, e D1D2 > 0, concluimos que a existência de algum s > 0 tal
que P (s) < 0, nos leva à seguinte condição necessária:

I)−A11D2 + A22D1 > 0

que não é todavia suficiente.
Como o valor mı́nimo da parábola é atingido em sm = k2

m = A11D2+A22D1
D1D2

(> 0,

pela condição I ) temos P (sm) = det A− (A11D2+A22D1)
2

4D1D2
.

Portanto, a condição final para instabilidade é dada por:

II)− detA− (A11D2 + A22D1)
2

4D1D2
< 0.

Para que o conjunto de condições matemáticas {I, II} seja de alguma utilidade do
ponto de vista do modelo matemático, é importante que analisemos o seu significado
e ocorrências dentro do contexto biológico.

Comecemos pelo aspecto interativo do sistema.
Como Tr(A) = A11 + A22 < 0 , (1), concluimos que pelo menos um dos coefi-

cientes , A11, A22 é negativo. Digamos que A22 = ∂R2
∂u2

(ρ0) < 0. Como, por outro
lado, I)-A11D2 + A22D1 > 0 , concluimos que necessariamente A11 = ∂R1

∂u1
(ρ0) > 0.

Portanto, os coeficientes da diagonal de A devem ter sinais opostos. Estes coe-
ficientes representam as constantes Malthusianas para a dinâmica das respectivas
espécies no que se refere à auto influencia que cada uma exerce sobre si nas ime-
diações do estado uniforme, ou seja, devemos ter um elemento auto inibidor e um
elemento auto-ativador.
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Além disso, como det A = A11A22−A21A12 > 0 (1), concluimos que A12A21 < 0.
Portanto, um modelo de Turing para duas espécies é necessariamente constitúıdo
por uma de duas formas de reação:

A-(
+ −
+ −

)
, auto ativador (1) que é também ativador cruzado, e um auto

inibidor(2) que também é inibidor cruzado, e
B-(

+ +
− −

)
, auto ativador(1) que é inibidor cruzado e um auto inibidor(2) que

é um ativador cruzado.
Analisemos agora uma questão mais interessante e que diz respeito à difusão.
Como Tr(A) = A11 + A22 < 0, (1), e A11D2 + A22D1 > 0, (I), devemos ter

D1 6= D2, ou seja, no modelo de Turing as espécies auto ativadora e auto inibidora
devem ter necessariamente coeficientes de difusão distintos.

Além disso, como A11D2 + A22D1 > 0, (I), ( e A22 < 0, A11 > 0), conclúımos
também que

D2
−A22

> D1
A11

ou,
D2
D1

> |A22|
A11

, já que de A11 + A22 < 0 temos A11 <| A22 |.
Finalmente temos então a terceira condição:
C-
A difusibilidade do auto inibidor D2 é maior do que a difusibilidade do auto

ativador D1.
A primeira “regra de ouro ” para a caracterização de um modelo de Turing pode

ser então enfatizada pela seguinte frase:
“O auto-inibidor tem difusão rápida e o auto-ativador tem difusão lenta”.
Para os nossos objetivos todavia, é interessante desenvolver um pouco mais

esta caracterização levando em conta a dimensionalidade das constantes de reação,

[A11] = [A22] = T , das expressões
[(

D2
−A22

) 1
2
]

=
[(

D1
A11

) 1
2
]

= L,

e a discussão acima sobre a distância de sinalização de um processo difusivo.
Com isto, podemos interpretar a desigualdade(

D2
−A22

) 1
2

>
(

D1
A11

) 1
2

como a segunda “regra de ouro ” para caracterização do modelo de Turing:
“O (auto)inibidor é de longo alcance e o (auto) ativador é de curto alcance”.
Estas regras gerais são importantes para que possamos intuir sobre a ocorrência

da formação de padrões em sistemas dinâmicos distribúıdos e se constituem em um
dos pilares fundamentais da teoria contemporânea da morfogênese.

As aplicações que faremos da teoria de Turing aos sistemas neurobiológicos se
baseiam essencialmente nestas interpretações.

Considerando que os processos de ativação e inibição, a curta e longa distancia,
são mecanismos inerentes aos sistemas neurobiologicos [21], é natural agora prever
que o modelo de Turing deva ser um instrumento de argumentação importante no
estudo teórico desta área.(Fig.2)
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3. O modelo de Turing para interações não locais:
Modelos neurais

“You cannot believe in astronomical observations before they are confirmed by the-
ory”. Arthur Eddington, sec.[53].

Conforme já assinalamos, o conceito clássico do processo de difusão pode ser
considerado como uma (auto)transferência homogeneizadora da distribuição de in-
div́ıduos no espaço de aspecto que faz uso de um mecanismo com caráter estri-
tamente local, isto é, utiliza apenas informações constantes em uma vizinhança
“infinitesimal ” da distribuição.

O fluxo difusivo é um funcional diferencial da densidade e, portanto, totalmente
determinado pelos valores da função distribuição em uma vizinhança infinitesimal
do ponto. Isto faz com que distribuições com caracteŕısticas outras completamente
diversas, mas com mesma derivada em um ponto x , determinem o mesmo fluxo de
difusão, fixados o meio e a espécie, isto é, o coeficiente de difusão. É importante
ressaltar que o termo “infinitesimal” tem um significado matemático preciso mas
que, mal interpretado, pode dar a falsa impressão de uma hipótese completamente
absurda. O exemplo antológico desta incoerência é o famoso “escândalo” da ve-
locidade infinita dos processos difusivos que ainda é motivo para muito desperd́ıcio
de tinta. “Paradoxos ” desta natureza raramente subsistem a uma análise simples,
mas não de todo trivial, sôbre as escalas de tempo e espaço utilizadas na formulação
do modelo matemático, uma questão central e relativamente pouco analisada. Com
isto, economiza-se uma grande quantidade de polêmicas infindáveis e inócuas.

Por exemplo, a derivada com relação à variável tempo em um modelo matemático
não pode ser literalmente interpretada como um limite no sentido matemático. Ou
seja, dρ

dt (t) = ∆ → 0limρ(t+∆)−ρ(t)
∆ não tem sentido “experimental” pois, para ∆

suficientemente pequeno, como exige o conceito matemático de derivada, a função
“experimental ” ρ não se modificaria e o resultado seria sempre nulo.(Qual o tempo
gasto por um elétron para realizar uma volta completa no átomo de Bohr? Logo,
com ∆ menor do que este valor, todo o metabolismo estaria congelado!).

Como então resolver esta questão? Na verdade, o modelo matemático cont́ınuo
deve ser encarado como uma aproximação matemática de um modelo discreto em
que a derivada é um “limite freiado ”, isto é, dρ

dt (t) = ρ(t+∆)−ρ(t)
∆ onde o ∆ é pequeno

comparado com intervalos onde ocorrem grandes variações de ρ(t), mas tomado em
uma faixa onde há uma “estabilização ” do valor do quociente. Esta faixa caracteriza
uma escala de tempo intŕınseca do modelo matemático; qualquer efeito exterior que
ocorra em um intervalo menor, deve ser considerado como sendo “instantâneo ”.
Uma das poucas discussões a respeito desta questão pode ser encontrada, em uma
forma elementar e clara, em [31], caṕıtulos 6 e 13, ou em [13].

Nos modelos chamados neurais [37]supõe-se que ocorra uma interação “não lo-
cal” no sentido de que os processos de comunicação, ou de influência, exercidos entre
os indiv́ıduos desta população (em geral, neurônios) se dá em um intervalo de tempo
muito menor do que a escala de tempo caracteŕıstica para a variação dos estados
dos próprios indiv́ıduos. Portanto, “grandes distâncias ” podem ser percorridas pela
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sinalização em uma escala de tempo muito inferior à escala da dinâmica do sistema
e, com isto, para efeito do modelo matemático, podemos considerar estes processos
como “instantâneos ” e de longa distância.

Isto é o que de fato ocorre nos sistemas neurobiológicos em diversos contextos.O
estado de excitação dos neurônios é determinado pela dinâmica de suas cargas
iônicas ( Ca++,K+, Na+, etc. ) que, portanto, dependem do fluxo de matéria
(́ıons) através de membranas, (difusão facilitada), um fenômeno mais lento do que
a transmissão de sinais elétricos através dos axônios: 0, 1 a10 metros por segundo.
Este último é um processo de reação e difusão à la KPP-F. Por outro lado, é
importante lembrar que os axônios podem ter um comprimento de ordem muitas
vezes maior do que a dimensão do corpo do neurônio (soma) que tem tipicamente
de 10 a 50µm de diâmetro. (Em casos extremos, os axônios podem atingir até 1m
de comprimento!). Já na retina, se considerarmos apenas as imediações da fovea
( ≈ 0, 5mm) estamos diante de um sistema de pequena extensão e de interações
perfeitamente não locais.

Na verdade, a conexão final, a sinapse, se dá por um processo de difusão de neu-
rotransmissores, mas em um curt́ıssimo espaço, existente entre dendritos e axônios
(“cleft ”) 0, 02µm. Considerando-se que o coeficiente de difusão no caso é da ordem
de D ≈ 10−5cm2/seg, a regra de ouro da difusão nos fornece uma estimativa do
tempo gasto para esta etapa: τsyn ≈ (2×10−6m)2

10−5(10−2m)2/seg = 4 miliseg , portanto, de
ordem muito menor do que o tempo gasto pelo pulso para percorrer o axônio.

Lembremos que o processo clássico de difusão presente no modelo original (e
didático) de Turing exerce um papel de “mecanismo de sinalização”, já que a in-
teração entre os indiv́ıduos se dá por contato material e depende naturalmente da
sua movimentação (movimento browniano) e da eventualidade do encontro (lei das
massas). É importante re-enfatizar, o que raramente é feito, que no modelo de Tur-
ing o busilis não está exatamente nos mecanismos básicos (difusão e lei das massas),
mas sim na sua finalidade (influência) e na maneira pela qual ela é exercida; ativação
pelos vizinhos próximos e inibição pelos distantes.Portanto, não há necessidade da
concorrência de duas espécies se os processos básicos são cumpridos.

Consideremos então um protótipo (linear) de um modelo matemático distribúıdo
onde as regras fundamentais de auto interação de Turing sejam representadas (em
uma dimensão, para simplificar o argumento) por um processo generalizado de
comunicação (“instantânea ”) de influências descrito da seguinte maneira :

∂ρ(x,t)
∂t =

∞∫
−∞

w(| x− y |)ρ(y, t)dy = Lwρ.

Observe que este modelo prescinde da dinâmica não linear e das interações
cruzadas.

O termo à esquerda denota a taxa de variação do estado do sistema pontualmente
em x ( representado pela densidade ρ(x, t) de apenas uma espécie) e a equação deter-
mina que este estado é instantaneamente atualizado por uma ponderação cont́ınua
dos estados pontuais em y de todo o sistema. A função w(z) , chamada função
núcleo de influência, introduz um “peso de influência” que depende unicamente da
distância z =| x− y | do elemento influenciador ao ponto em questão. A forma da
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função w(z) é determinante do tipo de interação que se deseja descrever. Embora o
objetivo do modelo seja descrever interações não locais, é razoável que esta função
se anule para ż maior do que um certo valor d. Por mera conveniência matemática,
em geral, toma-se uma função não nula mas rapidamente decrescente com z →∞.
Por exemplo, para descrevermos uma interação (auto) ativadora de curto alcance e
(auto) inibidora de longo alcance, podemos utilizar funções gaussianas

Gh(s) = exp[−hs2], (h > 0), e tomar uma função de influencia da forma (dita
de Rodieck) [48]

w(z, t) = aGA(z)− bGI(z) , onde a > b > 0, e A > I > 0.
Observemos agora que o método de Fourier nos mostra que perturbações iniciais

v(x) que sejam auto funções de Lw, isto é, tais que Lwv = λv, têm a sua dinâmica
determinada por ρ(x, t) = eλtv(x).

E, não é dif́ıcil determinar que para funções de influência simétricas, as auto-
funções do operador integral Lw são exponenciais v(x) = wikx, pois ,

∞∫
−∞

w(x − y)eikydy =
∞∫
−∞

w(z)eik(x+z)dz =

(
∞∫
−∞

w(z)eikzdz

)
eikx , de onde

tiramos que

λk =
∞∫
−∞

w(z)eikzdz =
∧
w (k) é a transformada de Fourier de w(z). No caso

gaussiano (Rodieck) esta transformada pode até ser calculada explicitamente:
∞∫
−∞

exp[−hz2]eikzdz =
√

π
h exp[−k2

4h }, ou seja,

λk = a
√

π
A exp[−k2

4A } − b
√

π
I exp[−k2

4I }.
É importante observar como, neste modelo simplificado, o ponto de bifurcação

determinado pelo valor máximo de λk depende de maneira crucial da relação entre
a ativação próxima e a inibição distante.

Completemos agora este modelo com uma dinâmica não linear F (ρ) de carater
pontual,

∂ρ(x,t)
∂t = F (ρ(x, t)) + Lwρ (x, t),

ou seja, a taxa de variação∂ρ(x,t)
∂t (no ponto x) é influenciada na dinâmica F

apenas pelos indiv́ıduos situados exatamente no ponto x .
Em outras palavras (matemáticas), o operador F é pontual, enquanto que Lw

é não local e o operador de difusão D ∂2

∂x2 é local, ou, infinitesimal. É importante
enfatizar novamente que os operadores funcionais Op que determinam a dinâmica de
um sistema distribúıdo , ∂ρ

∂t = Op[ρ] podem ter carater pontual, local ou, não local,
dependendo das escalas de espaço e tempo admitidas para o modelo matemático
em questão.

O sistema linearizado, digamos, na solução nula, terá a forma
∂η
∂t = F ′(0)η + Lwη
e o problema de estabilidade se reduz à análise de existência de valores positivos

para a expressão (chamada, relação de dispersão)

F ′(0)+
∧
w (k) = λ(k, µ), onde µ representa (vetorialmente) os parâmetros con-

stitutivos do modelo. O problema de bifurcação tem agora um carater mera-
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mente algébrico e é determinado pelos zeros simples da função θ(µ) = kmaxλ(k, µ)
.Modelos matemáticos de duas espécies com interação não local, uma ativadora e
outra inibidora, podem ser escritos nas formas

∂ρA

∂t = FA(ρA) + T1 (LwAA
ρA + LwAI

ρI)
∂ρI

∂t = FI(ρI) + T2 (LwIA
ρA + LwII

ρI )
onde as funções Ti têm por finalidade estabelecer uma saturação nas influencias,

tipicamente como
T (x) = x

|x|+1 .
Observe que o sinal (ativação ou inibição) e o alcance (próximo, longo) da in-

teração pode ser determinado pelos operadores lineares de influencia L, em cada
termo.

Considerações de escala podem também levar à inclusão de uma dinâmica pon-
tual anterior ao ao processo de influencia, ou seja,

∂ρA

∂t = FA(ρA) + T1 (LwAA
FA(ρA) + LwAI

FI(ρI))
∂ρI

∂t = FI(ρI) + T2 (LwIAFA(ρA) + LwII FI(ρI)) .
Esta classe de modelos ocorre no tratamento da dispersão (não local) de pop-

ulações como, por exemplo, no estudo da dispersão de insetos sociais, [36].
Não prosseguiremos no desenvolvimento matemático destes modelos pois já

temos o suficiente para que o(a) leitor(a) possa vislumbrar os argumentos básicos. Se
a manipulação algébrica torna-se previsivelmente mais escabrosa com a inclusão de
novos termos, por outro lado os argumentos permanecem essencialmente os mesmos,
e isto nos basta a esta altura. Maiores detalhes e exemplos podem ser encontrados
na bibliografia: [37], [13].

4. Modelo de Swindale para o fenômeno de dominação
ocular de Hubel-Wiesel

“Biologists observe things that cannot be explained. Theorists explain things that
cannot be observed”. Aaron Katchalsky

O mapeamento das sinapses no córtex cerebral com respeito à origem dos axônios
na distribuição sensorial do corpo é uma preocupação antiga dos neurofisiologistas,
[21]. Partes do corpo onde há uma maior concentração de receptores sensoriais,
como as pontas dos dedos, especialmente do polegar, e a fovea da retina, ocupam
uma parte relativamente grande no mapeamento cortical. Além disso, o mapea-
mento é dinâmico e competitivo. Por exemplo, em um violinista cujo treinamento
for iniciado antes dos 11 anos de idade, há uma quantidade excepcional do cortex
destinada aos est́ımulos sensoriais dos dedos [60]. O conceito que descreve este im-
portante fenômeno é denominado “plasticidade ” e deve-se à escola canadense de
neuropsicologia, especialmente a Hebb [17].

O estudo do mapeamento dos receptores óticos no córtex tem por objeto de
análise um “padrão” fisiológico fundamental para a compreensão de uma das mais
importantes funções do sistema neurológico e que é o tema central deste trabalho;
a cognição visual.
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A retina se constitui na única “parte exterior ” do cérebro e tem por finalidade
transformar a luz incidente em sinais que, após um processamento, são enviados a
uma parte intermediária, que a grosso modo atua como um relê (nucleo lateral geni-
culado), para posteriormente atingirem o córtex visual primário ( V1), e dáı para ou-
tras sucessivas e mais profundas regiões do córtex. A percepção sensorial-cognitiva
global da visão provêm de todo este trajeto e de seus respectivos processamentos.
Cada “estação de processamento” tem uma tarefa cognitiva espećıfica, progressiva-
mente mais sutil e menos conhecida, conforme nos aprofundamos no córtex [21]. A
retina é portanto a estação primeira do cérebro no trajeto de processamento dos
est́ımulos luminosos e nada mais sábio do que iniciar por ela.

Nesta seção trataremos apenas de aspectos relacionados até a primeira estação
processadora cortical denominada V1.

Esta arquitetura de processamento têm inúmeras caracteŕısticas que instigam
a curiosidade do fisiologista quanto às suas funções. Uma das mais notáveis foi
descoberta por D.A. Hubel e T.N.Wiesel na década de 1960 e pela qual ganharam
o prêmio Nobel em 1981, [21],

http://apu.sfn.org/images/brainbriefings/visual dev illus large.gif .
A transmissão de sinais da retina ao cortex visual se dá pelo chamado nervo

ótico que é na verdade um feixe de axônios provenientes da terceira camada de
células da retina, os gânglios, de ambos os olhos. Chegando ao cortex, é natural
indagar como se arranjariam espacialmente as células receptoras dos axônios de um
e de outro olho, já que receberam sinais distintos e que, de alguma forma, deverão
ser congitivamente integrados para a percepção da imagem.

A formação de sinapses no córtex visual primário era reconhecidamente um pro-
cesso competitivo entre as duas classes de axônios provenientes das duas retinas
desde os trabalhos de Hebb sobre plasticidade. Por exemplo, um recém nascido que
tivesse um dos olhos oclusos durante algum tempo, apresentaria uma predominância
quase completa de sinapses de axônios do olho ativo em detrimento dos relaciona-
dos ao olho inativo. Mais do que isso, Hubel e Wiesel observaram que em alguns
animais mamı́feros, especialmente naqueles que possuem um visão frontal, (felinos
e primatas que são predadores, têm; roedores que são presas, não têm), as dis-
tribuições das sinapses dos axônios no córtex visual apresentam uma arquitetura
notávelmente organizada. Nesses casos há uma alternação de “colunas” ou “faixas”
de neurônios do cortex que são predominantemente conectados, respectivamente,
a um ou outro olho. Essas colunas formam ainda padrões espaciais que chamam
a atenção pela sua semelhança com os da impressão digital, e da pele de animais
como a zebra, [21].

Através de experimentos sutis e engenhosos, Hubel e Wiesel demonstraram que
no cortex de um primata as sinapses provenientes do olho esquerdo, por exemplo,
exerciam uma influência estimuladora na formação de outras sinapses do mesmo olho
em uma região interna de raio aproximado de 200µm, enquanto que exerciam uma
influência inibidora sobre as mesmas na região intermediária entre 200µm e 600µm,
e nenhuma influência apreciável na região externa além de 600µm. Por outro lado,
as mesmas exerciam uma influência inversa na formação de sinapses do olho direito,
isto é, um efeito inibidor na região interna, estimulador na região intermediária, e
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Figura 3: Padrões de faixas em zebras, impressões digitais e/ou colunas de
dominação ocular [37].

nulo na região externa. Como era de se esperar, observou-se um comportamento
simetricamente semelhante das influências das sinapses do olho direito sobre elas
mesmas e sobre as do olho esquerdo.

Usando a terminologia do ı́tem anterior sobre interações não locais, podeŕıamos
representar matematicamente a influência de uma sinapse do olho esquerdo sobre a
formação de sinapses semelhantes por um núcleo de Rodieck do tipo

ws(z, t) = aGA(z)− bGI(z) , onde a > b > 0, e I > A > 0,
e sua influência sobre a formação de sinapses rivais do olho direito, com o seguinte

núcleo
wr(z, t) = aGA(z)− bGI(z) , onde b > a > 0, e A > I > 0.([48]).

Figura 4:

Essas influências, como é de se esperar com base no simples bom senso, são cu-
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mulativas com respeito à densidade das sinapses influenciadoras, mas estão sujeitas
à saturação para uma densidade limiar, ou seja, o efeito Malthusiano é contido após
um crescimento inicial.

Naturalmente, apenas com estas informações da fisiologia descritiva, por mais
importantes e detalhadas que sejam, não se poderia explicar a formação dos padrões
de dominação ocular que é uma questão de caráter essencialmente geométrico e,
portanto, matemático.

Coube a Nicholas V. Swindale (www.swindale.ecc.ubc.ca/gallery/html ), fisio-
logista experimental, mas conhecedor também dos argumentos teóricos de Turing, a
formulação, em 1979, de um dos primeiros modelos matemáticos para a explicação
deste fenômeno de morfogênese [58], [59]. O modelo de Swindale é notável pela
parcimônia de suas hipóteses e se constitui em um dos exemplos antológicos da
Biomatemática contemporânea.

O modelo faz uso dos operadores Lws e Lwr para representar, respectivamente,
os processos de ativação e inibição de populações semelhantes e rivais, e acrescenta
uma dinâmica pontual F (ρ) (por exemplo Verhulstiana , F (ρ) = γρ(1− ρ

K ) ) para
introduzir o processo de saturação da seguinte maneira;

∂ρe

∂t = F (ρe){Lwsρe + Lwrρd}
∂ρd

∂t = F (ρd){Lwrρe + Lwsρe}.
Naturalmente, ρe e ρd representam, respectivamente, a distribuição das sinapses

do olho esquerdo e do olho direito no córtex visual.
Os estados uniformes ρe = 0, ρd = N , e ρe = N, ρd = 0 são estáveis, ou seja,

não há aparecimento espontâneo de sinapses de nenhum dos dois tipos. Já o estado
ρe = N

2 , ρd = N
2 pode ser instável para parâmetros adequados e, neste caso, a

simulação numérica da dinâmica de pequenas perturbações demonstra claramente
a formação estável dos padrões de dominação ocular de Hubel-Wiesel, [58].

O sucesso deste modelo mostra-nos que embora o fenômeno de morfogênese seja
extraordinariamente complexo e exasperante quando considerado sob todos os seus
aspectos moleculares, celulares e biof́ısicos, por outro lado, ele pode ser surpreen-
dentemente inteleǵıvel através de apenas algumas poucas hipóteses escolhidas com
parcimônia e conhecimento de causa. Sem esses “pequenos milagres” o progresso
da Biomatemática seria imposśıvel, e sem uma “fé” na sua inesgotabilidade seria
desanimador trabalhar nesta área, como de resto, em qualquer parte relevante da
ciência.

O desenvolvimento posterior deste e de outros modelos semelhantes para a ex-
plicação dos padrões de dominação ocular, assim como de diversos outros fenômenos
afins da arquitetura neurológica é revisto em [59] e [35].

5. Padrões de percepção em alucinações visuais: O
modelo de Cowan-Ermentrout

“..e, aplicando-lhe saliva aos olhos e impondo-lhe as mãos, perguntou-lhe: Vês al-
guma coisa? Êste, recobrando a vista, respondeu: Vejo os homens, porém como
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árvores os vejo. Então novamente lhe pôs as mãos nos olhos, e êle, passando a
ver claramente, ficou restabelecido; e tudo distinguia de modo perfeito”. Marcos 8:
23-26.

A visão como cognição não decorre passiva e deterministicamente dos est́ımulos
luminosos que incidem sobre a retina, como se fôsse uma mera impressão fotográfica,
mas depende de forma crucial de todo um complexo processamento neurobiológico
que apesar de sua robustês, pode ser modificado estruturalmente ou cognitivamente.
Nenhum cego de nascença, uma vez curada sua deficiência fisiológica, passa a “ver”
o mundo imediatamente; é necessário um tempo de aprendizado cognitivo que fisi-
ologicamente tem a sua correspondência em estruturas e processos, [17]. A modi-
ficação destas estruturas fisiológicas em pontos cruciais pode não destruir comple-
tamente a cognição mas pode distorce-la enormemente. Nesta seção trataremos
de percepções “anormais”, ou alucinações, originadas de modificações estruturais
causadas pela supressão de neurotransmissores.

As alucinações visuais são descritas na medicina como sintomáticas de várias
patologias. As alucinações decorrentes da ingestão de drogas alucinógenas (LSD
e mescalina) foram experimentalmente analisadas na década de 1960, por motivos
óbvios, e têm duas caracteŕısticas que sugerem um tratamento matemático:

1)A sua origem fisiológica deve estar no córtex visual e independe de est́ımulos
óticos, uma vez que podem ser induzidas em indiv́ıduos cegos por deficiência na
retina ou no nervo ótico,

2)Os padrões visuais reportados pelos indiv́ıduos submetidos a estas drogas são
geométricos e sempre classificáveis em 5 tipos: i)reticulados ou colmeias, ii)teias de
aranha, iii)espirais, iv)túneis (faixas concêntricas), e v)papaventos como na figura
5 abaixo.

Figura 5: Padrões de percepção visual em alucinações: i)reticulados ou colméias,
ii)teias de aranha, iii)espirais, iv) túneis e faixas concêntricas, e v) papaventos.
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Observemos que estes padrões, embora tenham origem intŕınseca, são visuais,
o que significa que são idênticos aos est́ımulos óticos provenientes da impressão de
imagens reais semelhantes sobre a retina de indiv́ıduos com sua visão intacta. A
explicação da ocorrência destes padrões se dará pela análise das atividades do cortex
visual, e portanto, dependerá de uma identificação dos mesmos neste contexto, o
que somente será posśıvel conhecendo-se o mapeamento entre a retina e o córtex
visual. O mapeamento fisiológico entre as superf́ıcies da fovea e do córtex visual foi
obtido, de forma relativamente simples, por Cowan em 1977 e consistia basicamente
em um logaŕıtmo complexo, w = log z, ( w = (log r, θ) ⇐⇒ z = reiθ ≈ (r, θ) ),onde
z é a coordenada do cortex e w da fovea. Desta forma, os padrões de colméia na
retina se identificam com reticulados no córtex, túneis (faixas concêntricas) com
faixas verticais paralelas, papaventos com faixas horizontais e espirais com faixas
inclinadas.

A teoria de Cowan-Ermentrout consiste nas seguintes hipóteses que são funda-
mentadas em observações experimentais:

1-A superf́ıcie cortical contem duas famı́lias, ou camadas, de neurônios dis-
tribúıdas uniformemente, uma chamada de células excitadoras e outra de células
inibidoras.

2-Cada célula pode estar em um estado variável de ativação que será medido
pela sua taxa de disparo. Interessa-nos aqui medir o grau de ativação total de
cada camada, ou seja a distribuição superficial da taxa de todos os disparos, onde
distinguiremos os disparos provenientes das células excitadoras e os das células
inibidoras. Denotaremos então por E(z, t) e I(z, t) estas respectivas distribuições
na coordenada (plana) z da superf́ıcie do cortex visual (V1) no instante t.

3-Há um decaimento exponencial da atividade do tipo excitador e do tipo
inibidor.

4-Há influencias não locais: positiva (núcleo gaussiano) da atividade excitadora
em E e I, e negativa (gaussiana invertida) da atividade inibidora em E e I. (A
nomenclatura aqui é ligeiramente confusa mas não imprópria e exige um momento
de meditação!).

5-As intensidades das influencias causadas pelas interações são moduladas por
uma função de saturação do tipo S(u) = u

|u|+1 .
6-Uma imagem na retina se traduz por um padrão de células (excitadoras e

inibidoras) ativadas no córtex.
Com base em 2),3) e 4), e a experiência dos ı́tens anteriores podemos escrever o

modelo de interação não local de Cowan-Ermentrout da seguinte maneira:
∂E
∂t = −E + SE (LeeE − LieI)
∂I
∂t = −I + SI (LeiE − LiiI)
O objetivo de Cowan e Ermentrout era demonstrar que, para um ajuste ad-

equado dos parâmetros do modelo matemático, a solução nula (nenhuma visão!)
poderia se tornar instável. Com isto, a própria dinâmica do sistema faria com
que perturbações, inevitáveis, se desenvolvessem atingindo estados estacionários
estáveis que configuram os padrões de visão alucinatórias no cortex. A modificação
dos parâmetros constitutivos do sistema, especialmente na eficiência das sinapses
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ativadoras e inibidoras, (motivadas por reações qúımicas excepcionais dos neuro-
transmissores), é exatamente o papel desempenhado pelas drogas alucinógenas.

A análise de bifurcação é então feita pelos métodos tradicionais, ainda que um
pouco trabalhosa, e o cálculo dos estados estacionários é obtido por simulações
numéricas que comprovam a existência dos padrões acima descritos, [37], [3]. Este
trabalho comprovou de maneira surpreendente a ubiquidade dos mecanismos de
Turing.

O estudo da cognição, e particularmente da consciência, leva-nos imediata-
mente a questões relacionadas à formação de padrões de formas na dinâmica neu-
robiológica. Afinal, esta é a manifestação concreta e objetiva da “consciência”, e
portanto a única representação cientificamente analisável dos padrões de percepção.
O estudo desta questão, historicamente abordada apenas sob o ponto de vista fi-
losófico e especulativo, tem sido intensamente estudada nos últimos anos sob vários
aspectos objetivos [4], [32] onde mais uma vez os argumentos de Turing se mostram
como um dos conceitos naturais para sua compreensão.

Apenas como referência passageira de fenômenos analisados nesta área, cita-
mos os conhecidos efeitos denominados “rivalidade ocular ” e instabilidade de per-
cepção visual [32], [1]. Este segundo efeito é facilmente ilustrado nas figuras abaixo
onde duas percepções distintas, mas com “estabilidade” precária, são separadamente
apreendidas mas facilmente (dinâmicamente) intercambiáveis por meio de “peque-
nas peturbações”. Algumas pinturas de Salvador Daĺı exploram de forma magistral
a instabilidade da percepção de padrões. Consulte especialmente a pintura “Mer-
cado de escravos com a aparição do busto inviśıvel de Voltaire ” (Dali Museum in
Cleveland) reproduzido em [1] e “Velhice, adolescencia e infância ” ( St. Petersburg
Museum , Florida) reproduzido em [32]. Veja também [10].

Não é dif́ıcil aceitar a sugestão de que este fenômeno cognitivo esteja relacionado
a dois estados de ativação neurológica estacionários, estáveis, mas pasśıveis de deses-
tabilização não linear, isto é, instável sob pequenas perturbações não infinitesimais.
Este fenômeno é qualitativamente semelhante aos processos de bifurcação, muito
comuns em matemática aplicada [31], [2]. Sob esta perspectiva, a caracterização
destes “estados cognitivos” seria um problema não somente fisiológico mas de rep-
resentação de “padrões” no sentido de Turing.

6. Os modelos de inibição lateral de Hartline-Ratliff-
Knight-Peskin: Bandas de Mach

“The ultimate goal of many cognitive scientists is to understand intelligence in its
highest form: the ability to write poetry, to prove theorems.....Others, myself in-
cluded, prefer less lofty goals, which seem more likely to be realized. Instead of
poets, we wish to understand snails”. L.A.Segel, [52]

Para o estudo de um sistema tão complexo como o cérebro humano (alguns o
consideram como o mais complexo do universo!) é natural que se adote a abor-
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Figura 6: Exemplos clássicos de instabilidade de percepção: “topetudo”⇐⇒ modelo,
de Gerald Fisher 1967, “damas : jovem⇐⇒velha ” de W.E.Hill 1915.

dagem mais cautelosa posśıvel ou, como dizem os do sertão mineiro: “mingau
quente come-se pelas beiradas”. H.K.Hartline (Nobel de Fisiologia em 1967), F.
Ratliff e R.W.Rodieck entre as décadas de 1940 e1960 adotaram exatamente uma
estratégia deste tipo. Iniciando pela parte externa do cérebro, (retina), de um de
seus exemplares mais rudimentares (crustáceo Limulus Polyphemus), [16], e nas
suas manifestações mais simples; o fenômeno de auto inibição e inibição lateral
[48].(Fig 1b). Como já tivemos oportunidade de analisar, os processos de inibição a
longa distância e ativação a curta distância são os ingredientes de comportamento
caracteŕısticos na construção de um modelo de morfogênese de Turing. Nesta seção
todavia não abordaremos especificamente nenhuma formação de padrões e nos limi-
taremos a questões mais básicas relativas a fenômenos decorrentes do processo de
inibição lateral de longa distância.

Uma das funções mais importantes, e simples, do sistema visual é detectar o
movimento nas suas imediações, ou seja, codificar a variação de intensidade luminosa
que é recebida pela retina. Esta capacidade é crucial especialmente para organismos
que são forçados a cumprir o papel de presas em um sistema ecológico.

Os insetos em geral têm um sistema visual rudimentar comparado aos dos
mamı́feros, formado por uma enorme quantidade de omat́ıdeos que funcionam como
pequenos olhos, juxtapostos e independentes mas altamente apropriados para de-
tectar movimentos adjacentes. “Large eyed ants generally do not respond to prey
insects that are standing still, but run after them as soon as they begin to move”,
[64]. As abelhas, mais sofisticadas, utilizam os seus omat́ıdeos como sensores de



26 Ferreira Jr.

“fluxo visual”, com os quais determinam o trajeto de vôo de retorno à colméia, ou
à fonte de néctar já encontrada, [63],[15].

A percepção e a cognição de imagens com toda a sutileza que esta tarefa exige
é uma capacidade que depende de algumas habilidades elementares que constituem
em um sistema orgânico complexo. Fiéis à abordagem da questão no sentido “de
baixo para cima ”, (“bottom-up”), descreveremos rapidamente as observações de
Hartline-Ratliff sobre o comportamento da retina do L.Polyphemos quando sub-
metida a experiencias bem simples, a segunda podendo ser facilmente interpretada
na retina do(a) próprio(a) leitor(a).

Os neurônios do sistema em estudo serão classificados quanto ao seu grau de
atividade de acordo com a frequencia de seus disparos , “spikes”, [21]. A “atividade”
de uma região do sistema neural é medida pela taxa de disparos, ou seja, pela
concentração de disparos ao longo do tempo.

Experimento 1:
A primeira experiência consiste em iluminar a retina com uma luminosidade

constante e, subitamente, diminuir a intensidade desta iluminação.Durante a ilu-
minação inicial a atividade da ultima camada de neuronios da retina (ganglios) é da
ordem de 20-50 por segundo que depende muito pouco da intensidade. Além disso,
esta atividade não é deterministicamente previśıvel pela intensidade da iluminação;
este é um processo estocástico e a taxa tem um sentido de média, [21], [53]. A
variação temporal de intensidade induz um brusco aumento desta atividade neural
que todavia decai rapidamente para uma atividade maior do que a anterior, mas
também constante. Sob iluminação modulada a resposta pode ser da ordem de 200
e até 1000 disparos por segundo. Esta observação mostra claramente que o olho
responde muito mais forte a variações temporais do que a ńıveis de intensidade; o
patamar de resposta constante posterior é bem abaixo do atingido pelo surto de
luminosidade e apenas um pouco acima da resposta ao ńıvel anterior. Usando a
nomenclatura de sistemas lineares, podemos dizer que a retina hiper responde ao
degrau de intensidade luminosa com um regime transiente curto que rapidamente
volta a um outro estado permanente, estacionário e estável.

Ao invés de prosseguirmos na análise deste importante experimento, que testa
capacidade adaptativa da retina à variação temporal do est́ımulo, passaremos ao
caso seguinte que trata da resposta neurológica à variação espacial do sinal luminoso.

Experimento 2-Ilumina-se uma região à esquerda com intensidade uniforme e
estacionária até uma linha, a partir da qual a intensidade decresce rápida mas com
um gradiente constante até atingir a região à direita que é iluminada com uma
intensidade também uniforme e estacionária mas com muito menor intensidade.

Neste segundo experimento, observa-se uma resposta de patamar constante ao
longo da metade à esquerda, como era de se esperar. Aproximando-se todavia da
região de transição verifica-se uma subida ı́ngreme até um pico mergulhando em
seguida com grande inclinação até um ńıvel abaixo do patamar à direita para logo
em seguida aproximar-se deste patamar.

A explicação discursiva deste fenômeno se baseia no processo de inibição lateral
a longa distância. A faixa da Mach à esquerda aparece mais iluminada porque os
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Figura 7: O gráfico acima reproduz a intensidade de iluminação da Fig.8 e o gráfico
abaixo descreve a resposta fisiológica da retina ao est́ımulo que se traduz no efeito
Mach.

neurônios estimulados por esta região não recebem uma inibição forte dos neurônios
à direita, que não estão estimulados. Um efeito oposto ocorre com a faixa escura
da direita por conta da forte inibição dos neurônios (estimulados) à esquerda. Este
efeito pode ser melhor observado na figura apresentada no śıtio

http://www.geocities.com.SoHo/Museum/3828/greyspots.html
A implicação sensorial imediata deste fenômeno é uma constatação experimental

simples na visão humana e tem importância fundamental para o padrão cognitivo.
Embora este fenômeno tenha sido utilizado pelos pintores através dos tempos [18],
a sua descrição cient́ıfica é relativamente recente ( sec.XIX) e é atribuida ao f́ısico e
filósofo austŕıaco Ernest Mach, pelo que é denominado “efeito Mach ”, ou, “bandas
de Mach”, [46],[47].

Mostraremos a seguir como o efeito Mach pode ser representado matematica-
mente como uma simples decorrênciam em um modelo onde o est́ımulo visual é
submetido à inibição lateral de longa distância. Este modelo foi proposto por Hart-
line e Ratliff e desenvolvido por Bruce W. Knight [25].

Considerando-se as observações acima, o modelo HR-K pode ser matematica-
mente escrito da seguinte maneira auto explicativa;

R(x, y, t) = E(x, y, t)− λ
t∫
0

∞∫
−∞

+∞∫
−∞

G(x− α, y − β, t− τ)R(α, β, τ)dτdαdβ

onde R(x, y, t) é a resposta da atividade do sistema no ponto (x, y) no instante
t , E(x, y, t) é o grau de excitação a que o ponto (x, y) é submetido no instante t
pela luminosidade e G(x− α, y − β, t− τ) representa a influencia ( inibidora, como
é no caso) exercida sobre o ponto (x, y) no instante t pela excitação do ponto (α, β)
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Figura 8: A intensidade de iluminação da figura acima decresce como no gráfico
da figura de baixo. Entretanto, o(a) leitor(a) pode atentar para a sua percepção
subjetiva de uma (inexistente) faixa mais clara logo à esquerda na região de transição
e de uma faixa mais escura à direita da região de transição: as bandas de Mach.
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no instante τ < t.( G(x, y, t) = 0 para t < 0).
Consideremos agora que o efeito inibidor, representado pelo termo integral à

direita, se propaga por uma sinalização qúımica difusiva. Então, podemos reescrever
este modelo na seguinte forma diferencial proposta por Peskin [43], [24],

γ ∂E
∂t = L− E

∂I
∂t = ∆I − I + λR
onde E, como antes, mede a excitação pontual do sistema, L é o est́ımulo lu-

minoso também pontual, γ é uma constante de tempo intŕınseca que mede o de-
caimento livre da excitação, I é a concentração do “efeito “inibidor” (que também
decai livremente com a constante normalizada 1), e a resposta pontual R é dada
pela diferença entre a excitação e a inibição: R = E − I .

É importante frisar que este modelo, relativamente simples, tem por objetivo
representar apenas os fenômenos básicos observados naqueles experimentos e não
tem obviamente nenhuma pretensão de analisar o sistema visual quanto a questões
mais sutis.

A grande vantagem deste tratamento é que podemos prever e analisar os fenômenos
que decorrem das propriedades básicas definidas pelos experimentos. Para isto, tes-
tamos o sistema com diversos est́ımulos espaciais e temporais. Por exemplo, se
tomamos L(x, y) = 1 para x > 0, e L(x, y) = 0 para x < 0, a resposta permamente
do sistema ( após o peŕıodo transiente) será estacionário da forma:

∆I − I − λI + λL = 0

A sua solução é dada por I =

{
λ

λ+1 ( 1− 1
2e−x

√
λ+1) , x > 0

λ
λ+1

1
2ex

√
λ+1,x < 0

}
, e

R = L− I =

{
1− λ

λ+1 ( 1− 1
2e−x

√
λ+1) , x > 0

− λ
λ+1

1
2ex

√
λ+1,x < 0

}

cujo gráfico abaixo mostra claramente a formação das “bandas de Mach” de
uma maneira semelhante àquela já apresentada na figura 7.

Figura 9:
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7. Modelos com distribuição cont́ınua de estados
neurais: Um novo “instrumento” de observação

“O sapo não pula por boniteza, ele pula por percisão ” J. Guimarães Rosa

A escolha de alguns aspectos mensuráveis e caracteŕısticos dos indiv́ıduos de uma
população para que a sua distribuição (no “espaço de aspecto ”) se torne suficiente
para descrever uma dinâmica é um dos pontos cruciais na formulação de qualquer
modelo matemático de dinâmica populacional [14].

Os modelos matemáticos que apresentamos até o momento simplificam enorme-
mente o comportamento individual dos neurônios. Por exemplo, o “grau de ativação”
instantâneo em um ponto do espaço nestes modelos é tomado como uma média tem-
poral (“integrate-and-fire model”) que, na escala de tempo, representa de maneira
muito rudimentar o comportamento temporal dos neurônios [9]. Com isto esta-
mos desprezando quase completamente a rica dinâmica neural que foi o tema cen-
tral do trabalho de Hodgkin e Huxley. É claro que em algum momento modelos
matemáticos que pretendem uma explicação de fenômenos neurobiológicos cruciais
não poderão prescindir de uma descrição mais detalhada desta dinâmica. Ou seja,
parafraseando Guimarães Rosa, ou o seu personagem, os neurônios não exibem suas
complexas oscilações apenas para nos maravilhar, ou por um mero capricho divino!
Ou, como diria Albert Einstein: “Deus é sutil, mas não malicioso!”.

É verdade que a grande maioria dos neurônios, de fato, apresenta uma re-
sposta ńıtida, isto é, extremamente rápida, e essencialmente boolena ( sim/não)
aos est́ımulos recebidos. Modelos matemáticos que descrevem fenômenos em uma
escala temporal muito maior do que a escala em que ocorre a dinâmica desta re-
sposta são plenamente justificados em considera-las booleanas. Além disso, pelo
lado pragmático da questão, a riqueza da dinâmica de Hodgkin-Huxley [44] não nos
deixa opções matematicamente tratáveis no caso de uma população muito grande
de neurônios. A propósito, é oportuno lembrar que o tamanho e a complexidade do
sistema nervoso real não se mede apenas pelo número de neurônios que o constitui
(˜1012) mas também pela extensa e intensa rede de intercomunicação ( ˜1015) que é
uma caracteŕıstica singular e essencial destes sistemas.Um neurônio do cortex pode
estar conectado a centenas ou milhares de outros neurônios. Para tornar o problema
ainda mais dif́ıcil, as escalas de tempo diferem da ordem de 104, por exemplo,entre
o tempo de percurso de um impulso através de um axônio (µseg) ao tempo de
processamento de sinais visuais (seg). Também, a capacidade de percepção dos sis-
temas sensoriais varrem uma extensa gama de escalas como, por exemplo, desde a
excitação de uma célula bastão por um único fóton, até à perscrutação de detalhes
e cores sob intensa luminosidade.

Entretanto, em alguma circunstância, a descrição de fenômenos neurobiológicos
espećıficos deverá exigir uma representação mais detalhada dos estados das células
que compoem o sistema em questão, ainda que tenhamos de lidar com modelos
matemáticos mais dif́ıceis de serem analisados.

O estudo destes casos têm sido feito, em geral, por meio de dispendiosas sim-
ulações de Monte Carlo e raramente pela análise de um modelo matemático. Ul-
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timamente, retomando a estratégia do modelo populacional, uma série de recentes
trabalhos da escola de fisiologia matemática da Mount Sinai School of Medicine
(N.York) e da Rockefeller University liderada por Bruce W. Knight e Lawrence
Sirovich [26],[27],[42], [54] e [41], desenvolveu uma nova abordagem que contempla
uma descrição mais detalhada do estado do sistema neural. Este modelo faz uso
de “aspectos ” suficientes para a representação anaĺıtica de diversos fenômenos ao
mesmo tempo que possibilita o seu cálculo em tempo muito menor (aproximada-
mente da ordem de 10−2 ) do que o utilizado nas simulações de Monte Carlo, [40].

O “aspecto”, ou o estado individual, de um neurônio neste modelo, ainda muito
simplificado, é descrito pela sua posição no ciclo limite de sua dinâmica que pode
ser representada pela variável ćıclica θ ∈ S1 (ćırculo unitário), já que os estados
θ = 0 e θ = 2π coincidem devido à periodicidade do processo. O estado do sistema,
isto é, da população, pode então ser representado por uma função de distribuição
P (θ, t) que não descreve o aspecto espacial mas apenas a distribuição quanto à
excitação. Com isto, o modelo matemático é formulado a partir da aplicação usual
de prinćıpios de conservação,

∂P
∂t = − ∂

∂θ

(−D ∂P
∂θ + fP

)
uma vez estabelecidos, neste contexto, as expressões adequadas para os fluxos

de transporte e difusão, como é usual em tais modelos, [14] e [27].
É uma caracteŕıstica notável desta abordagem que, embora a dinâmica do

neurônio solitário de Hodgkin-Huxley seja completamente não linear, o modelo
matemático do sistema neural é representado por uma equação diferencial par-
cial linear tornando-a assim suscept́ıvel ao vetusto e sempre eficiente método de
Fourier nas suas diversas formas. Além disso, métodos de projeção para a redução
da dimensão do espaço de fase do sistema podem ser utilizados com vantagem,
especialmente no cálculo numérico das soluções [55].

A representação do sistema neural distribúıdo segundo diversos aspectos, não
apenas o espacial, proporciona a possibilidade de observação (visual!) de padrões
estacionários e dinâmicos que de outra forma se manteriam incógnitos. A es-
tratégia clássica da pesquisa em neurociência, que foi sempre fundamentada na
identificação de formas fisiológicas e sua interdependência com as funções do sis-
tema, desenvolveu-se extraordinariamente ao final do século XIX e começo do século
XX, como resultado de observações mais acuradas e penetrantes proporcionada pe-
los instrumentos óticos e técnicas experimentais progressivamente mais modernas.
Agora, com a descrição ampliada do sistema neural, será posśıvel detectar padrões
de formas não aparentes por uma inspeção à “observação nua ” , isto é, despida
dos instrumentos matemáticos. A busca de padrões identificáveis e reproduźıveis
do sistema, que é em essência a estratégia cient́ıfica em qualquer campo de inves-
tigação, adquire assim uma importância singular e curiosa no estudo de processos
cognitivos.

‘Padrão’ é naturalmente um conceito subjetivo que depende da experiência do
observador. Por outro lado, a sua recorrência e estabilidade faz com que ele se torne
universal, e objetivo [10]. Com isto, voltamos ao ińıcio deste trabalho: usamos o
instrumento matemático para a compreensão de alguns aspectos da visão enquanto
que, por outro lado, utilizamos a habilidade visual para detectar padrões na sua
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representação matemática!
O conteúdo e a essência do sistema neurológico naquilo que ele tem de mais im-

portante podem ser representados enfim como as formas que emergem das diversas
dinâmicas em que ele é descrito. Quanto mais os programas de Hodgkin e Huxley
e de Turing se entremearem, tanto mais conheceremos sobre o funcionamento deste
sistema.

Se após várias páginas não pudemos convencer o(a) leitor(a) sôbre a importância
do estudo dos modelos de dinâmica populacional com respeito à emergência de
padrões e formas em neurobiologia, só nos resta, como último recurso, apelar a
autoridades superiores:

“Wherever you look in the cortex of the brain, you will find organization.....It
is far from random....The picture cries out for explanation: to relate structure to
function ” [25], e

“I have sometimes heard it said that the nervous system consists of huge numbers
of random connections. Although its orderliness is indeed not always obvious, I
nevertheless suspect that those who speak of random networks in the nervous system
are not constrained by any previous exposure to neuroanatomy. Even a glance at
a book such as Cajal’s ‘Histologie du Systéme Nerveux’ (fig.1) should be enough
to convince anyone that the enormous complexity of the nervous system is almost
always accompanied by a compelling degree of orderliness ” [21].

Abstract. Neural mathematical models are known for their non local interactions.
The intertwined development of the classical works by H.K.Hartline and J.D.Cowan
with A.M.Turing’s morphogenetic theory is presented with a special focus on vision.
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Resumo. O estudo de interações funcionais entre estruturas cerebrais é feito pre-
ponderantemente por métodos de correlação. Neste trabalho descrevemos uma
abordagem alternativa de análise de séries temporais multivariadas, denominada
coerência parcial direcionada (CPD), que torna obsoletos os métodos de correlação
ao permitir uma elucidação mais clara da estrutura funcional pela análise simultânea
de registros de atividade neural de múltiplas estruturas cerebrais. Discutimos
também como a CPD representa o conceito de causalidade de Granger no domı́nio
da freqüência. Por fim modelos teóricos e dados experimentais são usados para
ilustrar a CPD e compará-la a outras técnicas.

1. Introdução

Nas últimas duas décadas tem-se presenciado um progresso vertiginoso na área
de neurociências possibilitado pela introdução de novos instrumentos e técnicas.
Contudo, apesar dessas modernas técnicas de biologia molecular, neuroanatomia e
mapeamento cerebral por imagens funcionais, a monitoração de registros de séries
temporais de sinais elétricos cerebrais gerados por despolarização neuronal continua
sendo a técnica de escolha para avaliar diretamente os aspectos funcionais, normais
ou patológicos, de circuitos neurais em cérebros de mamı́feros.

Dentro deste contexto, os métodos de correlação são os preferidos da grande
maioria de pesquisadores envolvidos no estudo da função de circuitos neurais pelo
registro da atividade cerebral. Estes métodos de correlação são extensamente usados
na análise de interações funcionais em eletroencefalografia (EEG), magnetoencefalo-
grafia, registros de potenciais de campo local, e mais recentemente nos registros de
atividade de neurônios unitários e multi-unitários obtidos em muitas estruturas cere-
brais (com registro de dezenas a centenas de neurônios). Esta última abordagem
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tem recebido uma crescente atenção da comunidade cient́ıfica mundial pela perspec-
tiva de se poder fazer uma ponte entre as atividades de neurônios unitários isolados
e o entendimento da codificação e do processamento de informação por populações
neuronais [11,22].

No esforço de se proporcionar instrumentos que possibilitem a análise dessa
classe de dados multivariados, surgiram nos últimos anos várias técnicas anaĺıticas:
algumas empregando os conceitos da teoria da informação pela medida de in-
formação mútua [8,23,31] ou interdependência entre pares de sinais [1,28]; enquanto
outros utilizaram uma extensão das idéias provindas da análise espectral e coerência
[9,10,17,24]. Apesar de se dispor de várias técnicas avançadas, uma grande parte dos
neurocientistas e os neurofisiologistas cĺınicos (i.e. os profissionais da eletroencefalo-
grafia) relutam em utilizá-las, valendo-se ainda dos métodos de correlação cruzada
para análise de atividades de pares de estruturas neurais para inferência de aspectos
funcionais do sistema nervoso central.

Todos os métodos que se baseiam no método da correlação restringem-se à con-
sideração da interação simultânea de apenas duas estruturas neurais. Nossa busca
por métodos de análise que considerassem mais que duas estruturas simultanea-
mente surgiu, sobretudo, pela percepção de que para uma inferência estrutural efe-
tiva era necessária a consideração simultânea de muitas estruturas representativas
envolvidas na função neural.

Aqui introduz-se o novo conceito de coerência parcial direcionada, que é uma
da mais recentes novidades nos esforços de desenvolver métodos e técnicas de de-
terminação de como as estruturas neurais estão funcionalmente interconectadas em
pequenos intervalos de tempo [4,26]. Pode-se dizer que sua origem mais remota se
deve ao trabalho de Saito e Harashima [25] que introduziram a noção de coerência
direcionada entre par de estruturas. Seu método permite a fatoração da função de
coerência ordinária de um par de estruturas em duas ”coerências direcionadas”: uma
representando o componente direto e outra o componente de retroalimentação das
interações entre duas estruturas neurais. No trabalho original, Saito e Harashima
[25] apontam para uma posśıvel lógica por trás de seu método. Este conceito central
é hoje conhecido como causalidade de Granger [18].

No passo desses conceitos e idéias, investigamos a generalização de coerência di-
recionada [2,4,5,26,27] para até dezenas de estruturas processadas simultaneamente
e se compara aos testes estat́ısticos da causalidade de Granger para várias séries
temporais simultâneas [20].

O presente trabalho é composto por duas partes: a) inicialmente introduzem-se
os fundamentos teóricos do novo método e b) compara-se seu desempenho ao de
outros métodos de inferência estrutural usando modelos teóricos e dados experi-
mentais.
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2. Determinação da estrutura funcional por
modelagem autorregressiva multivariada

Na eletroencefalografia quantitativa moderna, a descrição das interações entre difer-
entes áreas tem se baseado na estimação da matriz de densidade espectral de
potência S(f), dada por

S(f) =




S1(f) S12(f) · · · S1N (f)
S21(f) S2(f) · · · S2N (f)

...
...

. . .
...

SN1(f) SN2(f) · · · SN (f)




de registros multicanais de atividade elétrica cerebral xi(n), 1 ≤ i ≤ N .
Em particular, para N = 2, o método mais utilizado pela fácil compreensão de

seus conceitos tem sido o estudo das funções de coerência ordinária dada por

Cij(f) =
|Sij(f)|2

Si(f)Sj(f)

que expressa o grau de ativação simultânea de duas áreas i e j em função da
freqüência [4-6].

Saito e Harashima [25] utilizaram argumentos da teoria da informação para
introduzir uma extensão da noção de coerência que denominaram coerência dire-
cionada (CD) pela sua habilidade de desvendar o sentido do fluxo de informação ou
interação. Na prática sua proposta original estava restrita a N = 2 estruturas, pela
necessidade de uma condição ad hoc da estrutura do rúıdo aditivo observado (vide
adiante).

A essência dessas idéias pode ser apreendida na forma generalizada para N > 2
com a ajuda do resultado geral de fatoração [14,15] da matriz de densidade espectral
de potência dada por

S(f) = H(f)ΣH(f)H (2.1)
em que o sobrescrito H corresponde à transposta hermitiana,

H(f) =




H11(f) H12(f) . . . H1N (f)
H21(f) H22(f) . . . H2N (f)

...
...

. . .
...

HN1(f) HN2(f) . . . HNN (f)




=
[

h1(f) h2(f) . . . hN (f)
]

é a matriz de filtros adequados no domı́nio da freqüência e

Σ =




σ2
11 σ12 . . . σ1N

σ21 σ2
22 . . .

...
...

...
. . .

...
σN1 . . . . . . σ2

NN






4 Sameshima e Baccalá

é matriz de covariância.

Isso leva à seguinte definição generalizada da coerência direcionada de j para i
expressa por [4,5]

γij(f) =
σjjHij(f)√

Si(f)
, (2.2)

em que

Si(f) =
N∑

j=1

σ2
jj |Hij(f)|2 ,

que se reduz à definição de Saito e Harashima [25] quando N = 2.

Uma importante restrição adicional do método Saito-Harashima é a expĺıcita
pressuposição de que Σ é diagonal (σij = 0 para i 6= j). Neste caso, |γij(f)|2 pode
ser interpretada como a fração da potência na freqüência f originada de xj(n) sobre
a potência total de xi(n).

Para o caso de Σ diagonal, pode-se mostrar que a coerência ordinária pode ser
expressa como

Cij(f) = γH
i (f)γj(f) =

N∑

k=1

γ∗ik(f)γkj(f),

em que γi(f) =
[

γi1(f) , . . . , γiN (f)
]T , com ∗ indicando o complexo con-

jugado. Isso justifica o nome coerência direcionada uma vez que γij(f) pode ser
interpretada como uma medida da influência de xj(n) sobre xi(n) em contraposição
a γji(f) que descreve a contribuição no sentido oposto.

Para contornar a restrição da necessidade de diagonalidade de Σ, Kaminski e Bli-
nowska [19] introduziram uma quantidade alternativa para descrever as interações
entre elementos neurais abandonando completamente a formulação com uso de Σ.
Eles denominaram este estimador função de transferência direcionada (FTD). Este
estimador coincide em magnitude com a Eq. 2.2 quando σjj são normalizados para
valor unitário, ou seja

FTDij(f) =
Hij(f)√

N∑
j=1

|Hij(f)|2
=

Hij(f)√
hH

i (f)hi(f)
.

Desta discussão, o problema que se coloca é como calcular H(f) e Σ conhecida
matriz S(f). Um modo eficiente e prático de fazê-lo é por meio de modelos autorre-
gressivos multivariados. Tais modelos podem ser exemplificados no caso de medida
simultânea de N = 3 estruturas:




x1(n)
x2(n)
x3(n)


 =

p∑
r=1




a11(r) a12(r) a13(r)
a21(r) a22(r) a23(r)
a31(r) a32(r) a33(r)







x1(n− r)
x2(n− r)
x3(n− r)


 +




w1(n)
w2(n)
w3(n)


 .
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Neste modelo, x1(n) depende de seus próprios valores de passado x1(n − r),
representado pelos coeficientes a11(r) e, da mesma forma, também de outras séries,
e.g. x2(n− r), nos valores do passado da série x1(n) dadas pelos coeficientes a12(r).

Este exemplo de modelo autorregressivo multivariado (ARM) pode ser general-
izado para N estruturas da seguinte maneira:




x1(n)
...

xN (n)


 =

p∑
r=1

Ar




x1(n− r)
...

xN (n− r)


 +




w1(n)
...

wN (n)


 . (2.3)

De forma geral, o ajuste do modelo conduz às matrizes Ar e a Σ na forma de
matriz de covariância de wi(n). Pode-se mostrar que

H(f) = Ā−1(f)= (I−A(f))−1

em que

A(f) =
p∑

r=1

Arz
−r

∣∣∣∣∣
z=e−j2πf

com

Ar =




a11(r) a12(r) . . . . . . a1N (r)
...

...
...

...
...

...
...

... aij(r)
...

...
...

...
...

...
aN1(r) . . . . . . . . . aNN (r)




,

na qual os coeficientes aij(r) representam o efeito de interação de xj(n − r) sobre
xi(n). Neste texto, j na função exponencial é o valor

√−1.

Observação 1 O uso de modelos autorregressivos multivariados (ARM) como os
da Eq. 2.3 são comuns a diversos métodos inclusive para a coerência parcial dire-
cionada.

Agora é fácil mostrar que a simples modificação da Eq. 2.2 para

γ̄ij(f) =
Hij(f)√

Si(f)

resolve o problema de Σ não ser diagonal de modo que

Cij(f) = γ̄H
i (f)Σγ̄i(f), (2.4)

notando-se que

Si(f) = hH
i Σhi,

com hi
4
= [Hi1(f), . . . , HiN (f)]T .
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2.1. Causalidade de Granger e a nova abordagem

Saito e Harashima [25] referem-se a uma posśıvel idéia em que se baseia seu método,
atualmente conhecido como causalidade de Granger [18]. Pode-se definir a causali-
dade de Granger por meio de uma frase: ”uma série temporal xj(n) Granger-causa
outra série xi(n), se o conhecimento do passado de xj(n) aumenta significativa-
mente a predição de xi(n); esta previsibilidade não é rećıproca, i.e. xj(n) pode
Granger-causar xi(n)sem que xi(n) Granger-cause necessariamente xj(n)”.

O conceito de causalidade de Granger é uma idéia advinda da econometria e
existem diversos procedimentos de testes estat́ısticos bem definidos [20]. Sua noção
fundamental é que considera exclusivamente as amostras do passado para se
aumentar a previsibilidade de uma série temporal. Quando se considera a amostra
do presente, i.e. t = 0, de x(n) contribuindo para o significativo aumento da
previsibilidade de y(n), na econometria é conhecido como causalidade de Granger
instantânea.

A conceituação de causalidade proposta por Granger [18] parece ser bastante
interessante também nas neurociências e em outras disciplinas. A avaliação da
causalidade de Granger fornece uma medida do grau de interação entre estruturas
neurais com o pressuposto de que se a flutuação de ativação de uma série temporal
ocorre consistentemente em decorrência de flutuação em outra série por mecanismos
de geração ou de influência que estão ligadas a alguma conectividade f́ısica como
em uma conexão neuroanatômica funcionalmente ativa.

Alguns testes estat́ısticos da causalidade de Granger (TCG) são baseados no
exame direto dos coeficientes aij(r) do modelo autorregressivo multivariado, uma
vez que este descreve o efeito de predição linear da r-ésima amostra do passado
xj(n−r) da séries xj(n) na predição de xi(n). Um dos procedimentos para se testar
a ausência da causalidade de Granger é mostrar estatisticamente que aij(r) = 0 para
todos os valores de r, o que rejeitaria a hipótese de que xj(n) Granger-cause xi(n).
O teste convencional deste tipo aplicável a sinais de atividade neural multivariados
foi revisado em [2] e outros testes de Granger estão descritos em [20].

Uma das principais fraquezas da maioria dos testes de causalidade de Granger
é que, ao contrário da coerência direcionada, não se pode vislumbrar o cenário de
interação entre estruturas neurais no domı́nio da freqüência, exceto quando N = 2
[16].

Adicionalmente, ao verificar a relação entre pares de séries temporais, quando
se processa simultaneamente N > 2 estruturas, obtém-se freqüentemente resulta-
dos conflitantes entre os achados do CD/FTD e o teste de causalidade de Granger,
i.e. xi(n) pode apresentar alto valor de CD para xj(n) e no entanto se rejeitar a
causalidade de Granger de xi(n) para xj(n) usando-se TCG convencional. Nossa
experiência mostra que isso ocorre com freqüência quando são considerados para
análise simultânea mais que duas séries temporais, porém para N = 2 (vide Ex-
emplo a seguir) CD/FTD e o teste de causalidade de Granger estão sempre em
concordância.

Para proporcionar uma figura no domı́nio da freqüência da descrição de causal-
idade de Granger, propomos um novo conceito, a coerência parcial direcionada.
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Este é baseado em outro conceito popular entre pares de sinais, a assim chamada
função de coerência parcial, |κij(f)|2, que descreve a interação entre xi(n) e xj(n)
quando as influências devidas a outras (N − 2) séries temporais são descontadas. O
resultado chave é a seguinte fatoração [4]:

κij(f) =
āH

i (f)Σ−1āj(f)√[
āH

i (f)Σ−1āi(f)
] [

āH
j (f)Σ−1āj(f)

] ,

em que Σ é a matriz de covariância do erro de predição associado ao modelo na Eq.
2.3 e āk(f) é a k−ésima coluna da matriz

Ā(f) = I−A(f) =
[

ā1(f) ā2(f) . . . āN (f)
]
.

Por analogia com a Eq. 2.4, em que a coerência direcionada reflete os termos
para o qual se pode decompor a coerência ordinária, propusemos a seguinte definição
generalizada [4].

2.2. Definição de coerência parcial direcionada (CPD)

A ’coerência parcial direcionada’ de j para i é dada por

πij(f) =
aij(f)√

āH
j (f)Σ−1āj(f)

(2.5)

em que aij(f) é o i, j-ésimo elemento de Ā(f).
Disto tem-se imediatamente que a coerência parcial entre i e j é dada por

κij(f) = πH
i (f)Σ−1πj(f),

para πi(f) = [π1i(f), . . . , πNi(f)]T , de onde provém a motivação para o nome de
πij(f).

Na ocorrência de diagonalidade de Σ com variâncias iguais, a Eq. 2.5 simplifica-
se para

π̄ij(f) =
aij(f)√

āH
j (f)āj(f)

, (2.6)

em que

aij(f) =





1−
p∑

r=1
aij(r)e−j2πfr, se i = j

−
p∑

r=1
aij(r)e−j2πfr, se i 6= j
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e

āj(f) =




ā1j(f)
...

āNj(f)


 .

A expressão de CPD depende principalmente dos coeficientes aij(r) que descreve
a relação entre as séries temporais xi(n) e os passados de xj(n) comparado com os
efeitos de xj(n) sobre outras séries temporais. Em sua forma simplificada (Eq.
2.6), ela depende exclusivamente de aij(r) e, como no caso de FTD, a coerência
parcial direcionada proposta, π̄ij(f), também não depende da formulação baseada
em Σ. Da mesma forma como ocorre com CD/FTD [5], as seguintes propriedades
de normalização são válidas:

0 ≤ |π̄ij(f)|2 ≤ 1

e
N∑

i=1

|π̄ij(f)|2 = 1, (2.7)

para todos 1 ≤ j ≤ N .
A igualdade na Eq. 2.7 é um caso especial, pois se se define o vetor de norma

quadrática do vetor πj(f) como |πj(f)|2 = πH
j (f)Σ−1πj(f), o resultado geral é

|πj(f)|2 = 1.
Estas são análogas às propriedades da função de transferência direcionada [19]

e coerência direcionada [4,5].

3. Análise de modelos teóricos

Para ilustrar o potencial do novo método de análise, serão apresentados diversos
exemplos de modelos lineares em que se compara o desempenho da CPD com outros
métodos de análise.

Um aspecto importante dos métodos previamente publicados, relacionado à
coerência direcionada e suas variantes, é que se pressupunha a matriz Σ diago-
nal ou ignoravam completamente a sua estrutura, de modo que neste estágio de
desenvolvimento está-se utilizando somente a forma simplificada do CPD (Eq. 2.6)
nos exemplos que se seguem.

3.1. Equivalência de CPD e FTD para N = 2 estruturas

Como demonstrado em [4], quando se considera apenas duas séries temporais, N =
2, na análise simultânea pode se estudar a interação utilizando a Eq. 2.2 ou Eq.
2.5. Isto é correto uma vez que Hij(f) é proporcional a Āij(f), para i 6= j, em que
a nulidade de um implica também na nulidade de outro termo, indicando ausência
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de influência devido a xj(n) sobre xi(n). De fato, é fácil mostrar que as resultantes
|FTDij(f)| e |π̄ij(f)| são idênticas para i 6= j, uma vez que

|FTDij(f)| = |Hij(f)|√
|Hi1(f)|2 + |Hi2(f)|2

e

Ā(f) =
[

Ā11(f) Ā12(f)
Ā21(f) Ā22(f)

]
=

[
H11(f) H12(f)
H21(f) H22(f)

]

=
1
∆

[
H22(f) −H12(f)

−H21(f) H11(f)

]
,

com ∆ = H11(f)H22(f)−H12(f)H21(f), dando

|π̄ij(f)| =
∣∣Āij(f)

∣∣
√∣∣Ā1j(f)

∣∣2 +
∣∣Ā2j(f)

∣∣2

a partir do que, substituindo, obtém-se

|π̄12(f)| = |−H12(f)|√
|−H12(f)|2 + |H22(f)|2

= |γ12(f)|

e

|π̄21(f)| = |−H21(f)|√
|H22(f)|2 + |−H21(f)|2

= |γ21(f)| .

Note-se que a igualdade não ocorre para os ı́ndices idênticos, i.e. tem-se |γ11(f)| =
|π̄22(f)| e |γ22(f)| = |π̄11(f)| [4].

3.2. Três séries temporais com interações mútuas

Veja o seguinte conjunto de equações que geram três séries temporais:




x1(n) = 0, 5x1(n− 1) + 0, 3x2(n− 1) + 0, 4x3(n− 1) + w1(n)
x2(n) = −0, 5x1(n− 1) + 0, 3x2(n− 1) + x3(n− 1) + w2(n)
x3(n) = −0, 3x2(n− 1)− 0, 2x3(n− 1) + w3(n)

(3.1)

em que wi(n) são rúıdos brancos independentes de média zero e variâncias idênticas.
Pode-se observar que a única conexão ausente é a influência expĺıcita do passado de
x1(n) sobre x3(n). O diagrama estrutural correspondente está na Fig. 1a.

Os correspondentes traçados de |FTDij(f)| e |π̄ij(f)| estão mostrados em di-
agramação matricial, respectivamente, nas Figs. 1b e 1c e a expĺıcita ausência
da conectividade ou influência somente é demonstrada pela coerência parcial dire-
cionada, em que se observa claramente que |π31(f)| = 0 enquanto |FTD31(f)| não
é nulo (vide Eq. 3.1).
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(a) 1 2

3

FTD
1

0

1

0

1

0

0 .5 0 .5 0 .5

i=1

i=2

i=3

j=1 j=3j=2

(c)(b)
i=1

i=2

i=3

j=1 j=3j=2

CPD
1

0

1

0

1

0

0 .5 0 .5 0 .5

Figura 1: (a) Diagrama de conectividade correspondente à Eq. 3.1. (b) Função de
coerência parcial direcionada, |π̄ij(f)|, em diagramação matricial, e (c) |FTDij(f)|
que descreve o modelo. Note que π̄31(f) = 0 indicando inequivocamente a inde-
pendência da variável x3(n) de x1(n). Por outro lado, não se pode obter essa mesma
informação a partir de FTD31(f).

3.3. Variantes de estruturas com cinco variáveis

Introduzindo maior complexidade, três variantes de uma estrutura com cinco variáveis
serão analisados a seguir. Considere inicialmente um sistema com a dinâmica ex-
pressa por





x1(n) = 0, 95
√

2x1(n− 1)− 0, 9025x1(n− 2) + w1(n)
x2(n) = −0, 5x1(n− 1) + w2(n)
x3(n) = 0, 4x2(n− 2) + w3(n)
x4(n) = −0, 5x3(n− 1) + 0, 25

√
2x4(n− 1) + 0, 25

√
2x5(n− 1) + w4(n)

x5(n) = −0, 25
√

2x4(n− 1) + 0, 25
√

2x5(n− 1) + w5(n)
(3.2)

que corresponde ao modelo diagramático da Fig. 2a. Neste modelo, o sinal partindo
do oscilador x1(n) propaga-se seqüencialmente para x2(n), x3(n), x4(n) e x5(n). No-
vamente, as variáveis x4(n) e x5(n) formam um oscilador independente. Utilizando
o modelo ARM espećıfico descrito pela Eq. 3.2, obtém-se |π̄ij(f)| = 0 (Fig. 2b) para
aquelas conexões diretas inexistentes na Fig. 2a, i.e. não há dependência expĺıcita
de xi(n) com o passado de outras séries. Por outro lado, na Fig. 2c, |FTDij(f)| 6= 0
para todo i ≥ j, bem como para |FTD45(f)|levando a um mapeamento estrutural
pelo uso de FTDij(f) não tão claro como obtido por meio da informação fornecida
pela análise de π̄ij(f). Atente que, toda vez que |π̄ij(f)| = 0, é um indicativo claro
de uma ausência de conectividade direta da estrutura j para i. Observe também
que o padrão |FTDij(f)| 6= 0 ocupa todas as diagonais inferiores da matriz.

A partir do modelo anterior, Fig. 2a, se a malha de realimentação de x5(n) a
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2 3 4 51

CPD

i=1

i=2

i=5

i=4

i=3

j=1 j=5j=4j=3j=2

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0 0,5 0 0,5 0 0,5 0 0,5 0 0,5

FTD
i=1

i=2

i=5

i=4

i=3

j=1 j=5j=4j=3j=2

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0 0,5 0 0,5 0 0,5 0 0,5 0 0,5

(a)

(b) (c)

Figura 2: (a) Diagrama correspondente à Eq. 3.2. Em (b) e (c) têm-se |π̄ij(f)| e
|FTDij(f)| , respectivamente.

x1(n) fosse fechada modificando-se

x1(n) = 0, 95
√

2x1(n− 1)− 0, 9025x1(n− 2) + 0, 5x5(n− 2) + w1(n)

que resulta no diagrama de interação dada na Fig. 3a. Como se pode comprovar
nessa figura, o gráfico de |π̄ij(f)|, Fig. 3b, continua refletindo fielmente a estrutura
funcional correspondente, enquanto, especialmente neste caso particular de malha
de realimentação fechada, FTDij(f) é não nula em todas as interações posśıveis,
bidirecionalmente (Fig. 3c).

Como variante final considere uma mudança estrutural imposta à Fig. 2a, em
que x1(n) se conecta a x4(n) por duas vias distintas, por x2(n) e x3(n),





x1(n) = 0, 95
√

2x1(n− 1)− 0, 9025x1(n− 2) + w1(n)
x2(n) = −0, 5x1(n− 2) + w2(n)
x3(n) = 0, 1x1(n− 3) + 0, 4x2(n− 2) + w3(n)
x4(n) = −0, 5x1(n− 2) + 0, 25

√
2x4(n− 1) + 0, 25

√
2x5(n− 1) + w4(n)

x5(n) = −0, 25
√

2x4(n− 1) + 0, 25
√

2x5(n− 1) + w5(n)
(3.3)

correspondente ao grafo da Fig. 4a.
Observe que FTDij(f), Fig. 4c, é virtualmente idêntico ao da Fig. 2c, porém

a diferença estrutural pode ser facilmente detectado pela análise de π̄ij(f)(Fig.
4b). Mais uma vez FTDij(f) falha em mostrar as diferenças estruturais (Fig. 4c
comparado a Fig. 2c), que π̄ij(f) revela claramente (Fig. 4b versus Fig. 2b)

É importante notar que em todos esses exemplos FTDij(f) é não nula toda
vez que existe um caminho que vai da estrutura j para a estrutura i no diagrama
ou grafo estrutural que descreve o modelo. Portanto, enquanto FTD revela a
existência de um caminho posśıvel para ir de uma estrutura a outra (indicando a
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Figura 3: (a) Neste exemplo a malha de fluxo é fechada pela conexão direta de x5(n)
para x1(n). Em (b) e (c) têm-se novamente |π̄ij(f)| e |FTDij(f)| , respectivamente.
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Figura 4: (a) Grafo direcionado do modelo expresso pela Eq. 3.3. Em (b) e (c)
têm-se |π̄ij(f)| e |FTDij(f)| , respectivamente.
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alcançabilidade de uma estrutura por outra) direta ou indiretamente, CPD revela
a existência de conexão direta entre pares de estruturas num contexto em que, pelo
uso do modelo ARM, as interações entre as várias estruturas consideradas na análise
são destrinçadas simultaneamente.

Nos gráficos de CPD mostrados até aqui, os traçados do elemento diagonal da
coerência parcial direcionada |π̄ii(f)| estão relacionados com o inverso da densidade
espectral de potência pela consideração exclusiva de xi(n) consigo mesmo – i.e.
quanto de seu próprio passado contribui para o seu estado atual, enquanto o traçado
do elemento diagonal da |FTDii(f)| é a densidade de potência não originária de
nenhuma outra série.

4. Análises de potenciais de campo local

Os registros de potenciais de campo local obtidos em preparações crônica de ratos
via microelétrodos bipolares são sinais de atividade elétrica neural filtrados na
faixa de aproximadamente 0 a 100 Hz. Os potenciais de campo local são sinais
mais fidedignos da atividade localizada de grupamento neuronal, porque os mi-
croelétrodos são de pequeno diâmetro e posicionados cirurgicamente na estrutura
cerebral de interessante. Em um experimento, quando se deseja monitorar obje-
tivamente o estado do rato, um ou mais elétrodos são usados para registros de
atividade eletromiográfica, sendo um deles freqüentemente posicionado na muscu-
latura da cabeça, na região posterior do pescoço, para detectar o estado de atividade
e tônus muscular.

Inicialmente analisa-se um trecho de registro de atividade elétrica cerebral obtido
durante o sono lento, também denominado sono sincronizado, de um rato. É digno
de nota que caracterização das diversas fases do sono em ratos foram feitas pela
primeira vez por Timo-Iaria e seus colaboradores em 1970 [30].

4.1. Análise de registro de sono sincronizado em rato

Fig. 5 contém um trecho de registro de 30 s da fase de sono lento de um rato em
que se observa um episódio de fuso no intervalos de 13 a 16 s (segmento B) na
monitorização de áreas corticais do hemisfério esquerdo, A10, A3 e A17, regiões
do hipocampo, CA1 e CA3, e do giro denteado, GD. Os sinais foram amostrados
a 256 Hz com 10 bits de resolução usando microelétrodos bipolares com 1 mm de
separação. O traçado eletrográfico inferior (OLHOS) mostra a atividade muscular
relacionada ao movimento ocular. Neste exemplo, o segmento A de 2 s de duração
é comparativamente analisado em relação ao segmento B.

Inicialmente, estas seis séries temporais foram ajustadas com modelos ARM, a
partir do que se estimou CPDs e coerências ordinárias. Uma fotografia de evolução
temporal de CPDs e coerência ordinária entre os sinais de A10 e CA1 estimadas
considerando conjuntamente todos os seis sinais de neuroatividade da Fig. 5, em
representação tempo-freqüência, em escala de cinza, pela colagem de estimativas
de segmentos de sinais adjacentes de 2 s de duração (com sobreposição de 50%)
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Figura 5: Registro de potencial de campo local de 30 segundos do sono de ondas
lentas de rato.

estão na Fig. 6. Nesta figura, os eixos-y representam a freqüência na faixa de 0 a
48 Hz. Observa-se na Fig. 6a que |π̄A10←CA1(f)| ∼= 0 para maioria dos segmentos,
i.e. não há fluxo de informação de CA1 para A10, exceto durante o fuso, segmento
B, quando |π̄A10←CA1(f)| > 0, para 0 < f < 10Hz, enquanto na direção oposta,
Fig. 6b, |π̄CA←A10(f)| apresenta flutuação cont́ınua ao longo do registro, porém
durante o episódio de fuso, |π̄CA←A10(f)| ∼= 0 caracterizando a mudança súbita
de direcionalidade de interação durante o episódio do fuso que se inicia ao redor
de 12 s e dura aproximadamente 3 s. Note que a interação entre essas áreas é
inexistente em nenhuma das direções 8 s antes do fuso, que, por sua vez é precedido
imediatamente por um aumento de CPD de A10 para CA1 o que, interessantemente,
foi acompanhado de mudança de direção durante o episódio propriamente dito.
Observe também o aumento da coerência ordinária, Fig. 6c, 8 s antes e depois do
fuso.

Schnider e cols. fizeram uso de CD, para o caso de N = 2, ao qual escolheram
o valor de ńıvel de significância estat́ıstica como 0, 1 baseado em simulações com-
putacionais exaustivas [29]. Aqui utilizar-se-á, por ora, devido ao fato de a CPD ser
também efetivamente uma decomposição de múltiplas séries temporais em pares de
interações com exclusão dos efeitos de todas as outras séries, também |π̄ij(f)| sig-
nificante acima desse valor. Investigações estão em curso para se estabelecer o ńıvel
mais adequado de significância baseado em caracteŕısticas estat́ısticas espećıficas
dos estimadores de CPD utilizados.

Nas Figs. 7a e 7b têm-se os gráficos de CPDs e FTDs obtidos a partir do seg-
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Figura 6: (a) e (b) Coerências parciais direcionadas e (c) coerência ordinária entre
as estruturas A10 e CA1.

mento A de 2 s de duração, correspondente ao peŕiodo pré-fuso da Fig. 5, a partir
do que se gerou os correspondentes grafos estruturais direcionados mostrados nas
Figs. 7c e 7d. A especificação da espessura das setas codificam a força de interação
de CPD e FTD: 0 ≤ sem seta < 0, 2 ≤ pontilhada< 0, 4 ≤ linha com espessura
com passo de 0,2. Neste peŕıodo pré-fuso, observa-se ausência de influência do
hipocampo sobre área corticais estudadas (A3, A10 e A17), que também é cor-
roborada pela FTD e seu corresponde grafo estrutural. Este resultado indica que,
pela análise destas seis estruturas, o fluxo de informação no peŕıodo pré-fuso ocorre
exclusivamente das áreas corticais para o hipocampo.

Por sua vez a mesma análise realizada no segmento B de ocorrência de fuso da
Fig. 5, resultados mostrados na Fig. 8, nota-se significativa retroalimentação do
hipocampo para o córtex, principalmente da região CA1 para a área cortical A10
correspondente à área motora do rato, Fig. 8c. A forte conectividade funcional
de A17 para o giro denteado presente no peŕıodo pré-fuso, Fig. 7c, não mais é
observada no peŕıodo de fuso, Fig. 8c.

Em ambas as análises de conectividade funcional, as fotografias fornecidas pela
FTD e seus grafos direcionados são bem mais complexos, observando-se um grafo
estrutural quase que completamente conectado.

4.2. Análise de registro de rato em atividade exploratória
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Figura 7: (a) CPDs e (b) FTDs obtidos do segmento A da Fig. 5, correspon-
dente ao peŕiodo pré-fuso, com que se gerou os correspondentes grafos estruturais
direcionados mostrados em (c) e (d).
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Figura 8: (a) CPDs e (b) FTDs do segmento correspondente ao peŕiodo de
ocorrência do fuso (segmento B da Fig. 5) e seus respectivos grafos estruturais
direcionados (c) e (d).
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Figura 9: Exemplo de rato em comportamento exploratório em que a evolução
temporal da CPD mostra a relação de interação entre a área cortical A3 e CA1 no
hipocampo de rato com comportamento estagiado pelo eletromiograma (EMG) dos
músculos do pescoço. A escala em cinza foi usada para representar as magnitudes
do CPD e da coerência ordinária.
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Este último exemplo ilustra a análise de CPD de potenciais de campo local obtidos
em rato em comportamento exploratório. Os registros de atividade elétrica cerebral
analisados foram obtidos no campo CA1 do hipocampo, áreas corticais somestésica
(do tato) (A3) e motora (A10), e núcleo dorsal da rafe (DR), onde são observados
ritmos oscilatórios na faixa do teta (ritmo teta) durante o sono dessincronizado e
no estado de alerta atenta. A Fig. 9 ilustra a evolução temporal de CPD entre duas
estruturas, CA1 e A3, em que se registrou simultaneamente o eletromiograma do
músculo da cabeça que é um excelente marcador do estado de atividade, notando-se
dois peŕıodos distintos de comportamento. Nos primeiros 30 s deste registro o rato
esteve engajado numa atividade exploratória na gaiola com iluminação, então grad-
ualmente diminuiu o seu ńıvel de atividade, como pode ser constado pela diminuição
da amplitude do eletromiograma a partir de 25 s. Ao redor de tempo 52 s, o rato
reiniciou a sua atividade exploratório quando a luz da gaiola foi apagada. Como
pode ser comprovada pela análise da função de coerência ordinária (também denom-
inada clássica) e os traçados dos registros das Figs. 10 e 11, as oscilações ŕıtmicas
são mais proeminentes durante o comportamento exploratório.

Para análise escolheu-se um trecho curto neste episódio, do peŕıodo entre 18 e
20 s (Fig. 10a) caracterizado por alta amplitude da atividade eletromiográfica dos
músculos da cabeça. A análise da CPD e do grafo direcionado (Figs. 10b e c) rev-
ela um padrão de retroalimentação (interação bidirecional) e aponta o núcleo dorsal
da rafe (DR), talvez, como tendo um importante papel durante o comportamento
exploratório no processamento de informação. Um panorama completamente difer-
ente emerge ao analisar o segmento de registro entre 48 e 50 s (Fig. 11a) quando os
músculos da cabeça do rato estão com baixa atividade. Ao comparar-se os cálculos
de CPD nas Figs. 10b e 10c com os das Figs. 11b e 11c, nota-se que o DR tem
inicialmente o papel de fonte de informação e depois torna-se um sorvedouro. Adi-
cionalmente, nota-se que a influência de CA1 sobre DR é essencialmente indireta
com o sinal fluindo via A3 e A10, Fig. 11e, em claro contraste com o grafo de
conectividade funcional de CPD no peŕıodo correspondente ao comportamento ex-
ploratório (Fig. 10c), em que todas as estruturas recebem substancial influência do
núcleo dorsal da rafe (DR). Também do estado de viǵılia relaxada (Fig. 11c), as
informações são passadas para outras estruturas via A10 para DR. Este exemplo
evidencia distinto e potencialmente interessante padrão de conectividade funcional
que caracterizam os diferentes estados comportamentais que não pode ser mostrado
por nenhum outro método de análise de nosso conhecimento.

5. Conclusões e Comentários Finais

Com o desenvolvimento da coerência parcial direcionada, uma representação do
conceito fundamental de causalidade de Granger no domı́nio da freqüência baseado
na análise de processos multivariados, propusemos uma extensão significativa às
noções de coerência direcionada e função de transferência direcionada como se pode
constatar pelos exemplos apresentados. Em todos os exemplos teóricos apresenta-
dos, a CPD foi capaz de indicar a estrutura funcional corretamente, enquanto os
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Figura 10: Segmento de registro de 10 s (correspondente ao segmento 15-25 s da Fig.
9, amostrada a 256 Hz) (a) obtido de rato em comportamento de atividade explo-
ratória. O traçado superior (cabeça) corresponde ao eletromiograma de músculos
da cabeça; os outros quatro traçados são de potenciais de campo local que mostram
oscilações em ritmo teta registradas nas áreas corticais motora (A10) e somestésica
(A3), hipocampo (CA1) e rafe dorsal (DR). A análise de CPD (b) determinadas
a partir do segmento 18-20 s resulta no grafo de conectividade funcional (c) que
indica DR não somente enviando mas também recebendo influências (informações)
das outras estruturas. No grafo da CPD, os valores menores são representados por
setas tracejadas (pares A10→DR, A10→CA1, A3→DR, e CA1→DR). Nos gráficos
em (b), o eixo-x representa a freqüência na faixa de 0 a 32 Hz, enquanto eixo-y está
normalizado entre zero e o máximo da densidade espectral de potência, e em todos
os outros gráficos os traçados de coerência estão na faixa de 0 e 1.
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Figura 11: Dez segundos de registro (a), correspondente ao trecho 45-55 s da Fig.
9, amostrado a 256 Hz, mostrando uma transição do estado de repouso para o
comportamento exploratório ativo induzida pelo apagar da luz de iluminação da
gaiola ao redor de 52 s. Vide Fig 10 para as identificações dos canais de registro.
Note-se também que as ondas teta torna-se mais proeminente nas quatro estruturas
cerebrais concomitantemente com o aumento da atividade eletromiográfica da mus-
culatura da cabeça. Quando comparada à Fig. 10b, as CPD calculadas para o
segmento 48-50 s e seu grafo de conectividade funcional (c) mostram conexões mais
fracas partindo de DR para todas as outras estruturas. Note-se também que DR
é fundamentalmente um sorvedouro de informação enquanto CA1 é uma fonte de
informação para áreas corticais, o que é compat́ıvel com a idéia de que neste peŕıodo
o hipocampo, CA1, esteja funcionalmente atuando como fonte de informação mem-
orizada. Nos gráficos em (b), o eixo-x representa a freqüência na faixa de 0 a 32 Hz;
por sua vez o eixo-y está com escala ajustada para o gráfico de espectro de potência
entre 0 e o pico de seu valor, e em todos os outros gráficos os traçados de coerência
estão na faixa de 0 e 1.
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outros métodos de correlação ou a FTD não permitem uma inferência ineqúıvoca
dessas mesmas estruturas.

Nossos exemplos mostraram casos em que CD/FTD e CPD (e por conseguinte
GCT) devem concordar, como demonstrado teoricamente para N = 2 no primeiro
exemplo. Quando mais que duas estruturas são consideradas simultaneamente, a
nulidade de FTD implica necessariamente na nulidade de CPD, e vice-versa, so-
mente se a estrutura da matriz H(f) é preservada na sua inversão. Enquanto
πij(f) proporciona uma informação clara sobre a estrutura funcional do sistema
estudado pela expressão das interações diretas entre pares de estruturas, γij(f)
fornece uma informação indireta sobre essas interações, ou melhor, corresponde a
uma informação composta obtida a partir das informações de interações diretas.
Como discutido em [2,5], γij(f) representa a fração de potência em xi(n) que orig-
inou de cada um dos xj(n) de tal sorte que ela descreve a interação entre pares de
estruturas, que pode ser direta ou indireta, devida a várias vias de propagação do
sinal.

Em outras palavras, a coerência direcionada ou a função de transferência dire-
cionada sumariza as interações estruturais decorrentes de todas as vias de conexões
posśıveis entre duas estruturas, logo elas serão significantes se existe pelo menos um
caminho de propagação da informação.

O cenário proporcionado pela coerência parcial direcionada é muito mais claro
pois πij(f) somente é nula se existe uma interação direta entre duas estruturas
quando todas as estruturas relevantes forem consideradas na análise. Outro aspecto
de fundamental importância do novo método (que também pode ser inferido por
CD/FTD) é a sua capacidade de detectar componentes de retroalimentação entre
duas estruturas, ou seja se a interação é uni ou bidirecional.

Com adequada transformação das informações de trens de disparos neuronais por
meio de convolução por uma função kernel, é posśıvel aplicar esse método também na
análise de dados de potenciais de ação registrados em múltiplas estruturas [12,13,26].

A CPD proporciona uma fotografia mais ńıtida, ou melhor, permite perscrutar
a dinâmica da interação entre estruturas cerebrais pois se pode analisar de segmen-
tos relativamente curtos de séries temporais, alcançando alta resolução temporal
comparada a outras técnicas de correlação.

Na prática, a estimação da CPD requer o ajuste adequado de um modelo ARM
(assunto este tratado em profundidade em compêndios didáticos [20,21]). Há várias
questões teóricas em aberto no processo de estimação de ARM, tais como a estima-
tiva da ordem modelo (i.e. a escolha do valor de p na Eq. 2.3), os testes diagnósticos
quanto ao reśıduo do modelo e, talvez mais crucial, a estacionariedade conjunta das
séries temporais em que se baseia a estimação dos parâmetros aij(r) [7].

Outro aspecto relevante é a importância de se considerar um grande número de
estruturas representativas da dinâmica estudada na análise. Isto é pertinente mesmo
na análise de CPD pois uma análise de um subconjunto de estruturas pode levar
a conclusões errôneas quanto à estrutura funcional verdadeira da interação entre
elementos neurais (vide [3]). Por conseguinte, todas as técnicas baseadas na análise
restrita a pares de estruturas são ineficientes no estudo da inferência funcional. É,
portanto, imperioso realizar análises com inclusão simultânea de um grande número
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de estruturas para o entendimento da codificação e do mecanismo de processamento
neural.

Embora não tenham sido tratadas neste trabalho, as questões estat́ısticas rela-
cionadas a estimadores são muito importantes. Existem resultados assintóticos
sobre os resultados dos coeficientes aij(r) que permitem realizar testes de causali-
dades de Granger [5,20], porém sua utilidade para os casos de sinais neuroelétricos
ainda não é clara devido à natureza praticamente não-estacionária desses sinais.

Todos esses métodos necessitam de um estudo mais amplo baseado em casúıstica
maior. Por fim, o uso de análise de coerência parcial direcionada não se restringe a
problemas em neurociências, podendo-se aplicá-la a análise de outras séries tempo-
rais multivariadas de sistemas dinâmicos com comportamento predominantemente
linear.

Abstract. Correlation methods have been the tools of choice in the study of func-
tional interactions among brain structures. In this work we describe a new alterna-
tive approach employing multivariate time series (called partial directed coherence)
which makes the ordinary correlation tools obsolete as it allows a clearer depiction
of the functional structure by taking into account the simultaneous activity of sev-
eral brain structures. We also discuss how partial directed coherence reflects the
the concept of Granger causality in the frequency domain and we employ theoreti-
cal models and experimental data to illustrate the new approach, comparing it to
other current techniques.
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Resumo. As curvas sorológicas populacionais fornecem subśıdios para progra-
mas de vacinação. Realizou-se um estudo prospectivo a fim de descrever o perfil
sorológico do rubiv́ırus, através do método do ELISA quantitativo, em 244 crianças
de 0 a 2 anos, além de verificar a relação existente entre a concentração de anticor-
pos de 39 mães (M) e seus recém-nascidos (RN), durante o peŕıodo de estudo, de
18/11/1990 a 18/01/1991, em Caieiras, São Paulo. Estudou-se, também, a soro-
conversão em 228 crianças à vacina monovalente da rubéola. A amostra de crianças
estudadas foi delineada de maneira probabiĺıstica por conglomerados. A análise
estat́ıstica empregada nos pares foi a regressão linear, teste dos sinais, observação
aos pares e análise de variância uni- e bi-lateral. No decaimento de anticorpos
anti-rubiv́ırus, utilizou-se o ajuste das curvas, pelo método da máxima verossimi-
lhança. A análise estat́ıstica revelou: a) uma maior concentração de anticorpos no
recém-nascido quando os ńıveis maternos de anticorpos eram mais baixos (menor
que 127, 5 U.I./ml), sugerindo a presença de um mecanismo ativo de transporte
transplacentário dos mesmos; b) Mais de 90% das crianças ao nascimento possuem
anticorpos anti-rubiv́ırus com rápido decaimento nos primeiros meses. A estimativa
para o desaparecimento dos anticorpos recebidos por via transplacentária situa-se
entre 3, 45 e 6, 03 meses; e c) a taxa de soroconversão, após a vacinação, já é elevada
(acima de 80%) a partir do quinto mês de vida, aproximando-se de 100% entre 8 e
10 meses de idade.

1. Introdução

Desde 1882, quando o biologista russo Dimitrii Ivanovsky descobriu o primeiro v́ırus
causador da doença do tabaco, outros v́irus foram descobertos rapidamente devido
a necessidade de se ter uma compreensão dos mecanismos das doenças humanas

1sauloduarte@uol.com.br; apoio financeiro FAPESP.
2hyunyang@ime.unicamp.br; apoio financeiro FAPESP e CNPq.
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[57]. Muito embora durante a vida nosso organismo seja constantemente exposto a
esses agentes infecciosos, o surgimento da doença depende de inúmeros fatores tais
como uma resposta imunológica adequada.

O sistema imune materno–fetal representa o primeiro momento de nossa resposta
à equação de sobrevivência humana. Devido à imaturidade do sistema imune fe-
tal, a imunoproteção do feto e do neonato depende da transferência de anticorpos
maternos, que é mediada, na vida intra-uterina, pela placenta ao transportar pre-
dominantemente imunoglobulinas (IgG) da mãe para o feto [10] [13] [35] [67].

A IgG que atravessa a placenta pode ser detectada precocemente em torno da
oitava semana, mas as concentrações fetais de IgG permanecem abaixo de 100 mg/dl
até por volta da 17a a 20a semana [41] quando começam a subir continuamente até
cerca da 30a semana. Os ńıveis de IgG nos neonatos a termo podem apresentar con-
centrações de anticorpos que excedem de 5 a 10% os ńıveis maternos [40], indicando
que a IgG é ativamente transportada para o feto contra gradiente de concentração
provavelmente através das veśiculas do sinciciotrofoblásto. Tabela 1 demonstra que
a razão das concentrações do soro do feto para mãe aumenta de 0, 4 na 28a semana
de gestação para 1, 5 na 40a semana.

Gestação (em semanas) Razão entre IgGs Fetal e Materno
28 0,40
30 0,60
32 0,80
34 0,95
36 1,15
38 1,35
40 1,50

Tabela 1 Transferência de anticorpos IgG maternos para feto [60].

É consenso da literatura que há na placenta receptores espećificos para diversas
protéinas transportadoras. A transferência de protéinas se faz de maneira altamente
seletiva, requerendo uma certa disponibilidade de receptores placentários, estando
mais relacionada com a configuração molecular do que com o tamanho molecular. A
região Fc da molécula de IgG é o elemento funcional de reconhecimento espećıfico
neste processo [11] [30] [42]. Todas as subclasses da IgG humana (IgG1, IgG2,
IgG3 e IgG4) atravessam a placenta mas envolvem receptores espećificos (FcR) na
placenta com elevada afinidade por IgG2 e IgG 4 e nenhuma por IgA ou IgM.

Essa passagem é mediada por dois mecanismos principais. O primeiro é de
ordem cinética, ou seja, simples transferência passiva na qual o ńivel de IgG fetal
é proporcional às concentrações de IgG materna. O segundo está relacionado com
um processo ativo enzimático no qual a IgG é transferida, ativamente, da mãe para
o feto. Esta transferência pode ser inibida direta ou indiretamente, pelas altas
concentrações de IgG no soro materno. Para baixas concentrações maternas, o
sistema é ativado e, proporcionalmente, mais IgG é transferida da mãe para o feto,
ocorrendo à inibição desse processo inverso quando ocorre o inverso.

Estes mecanismos passam a ter uma maior importância, durante os processos
infecciosos ou imunização, que possam ocorrer durante a gestação [3] [4]. Ambos
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determinam um aumento dos anticorpos maternos no peŕiodo neonatal. Isto possi-
bilita por um lado, aquisição de proteção passiva, pela passagem transplacentária
de IgG. Por outro, pode interferir na capacidade de resposta imune a infecções e
a vacinação, com possibilidade de ganho de proteção passiva durante a passagem
transplacentária de IgG e modular futura capacidade em responder à infecção e
e/ou vacina na criança [61]. Por exemplo, Glessen et al. [34], em um estudo de
imunização de mães vacinadas contra Haemophilus influenza tipo b entre 34a e 36a

semana de gestação, demostraram uma efetiva transferência de IgG anti-hemophilus
para o feto, que pareceu proteger o neonato até o quarto mês de vida. Embora a
mãe possa estar protegida por anticorpos espećificos, nem sempre observamos a
mesma proteção ao feto, pois há inúmeros fatores que interferem neste mecanismo
de transporte, que precisam ser melhor elucidados.

Considera-se que há infecção hematogênica transplacentária quando um agente
presente no espaço interviloso da placenta atravessa o epitélio trofoblástico e localiza-
se no córion e, a partir desse local, pode atingir vasos fetais das vilosidades e/ou
placa corial e alcançar o feto podendo levar à infecção congênita [12]. A infeção
fetal é uma importante causa de morbi-mortalidade apesar da disponibilidade atual
de potentes agentes anti-microbianos [25]. O prognóstico do neonato tanto será
melhor quando mais precoce for o tratamento pois o ińicio tardio pode levar, den-
tre outros aspectos, a seqüelas em órgãos com limitado poder de regeneração como
o sistema nervoso central. Esse fato pode ser constatado pela resposta imatura
resposta imunológica endógena dos neonatos e lactentes jovens.

A prevenção, diagnóstico e tratamento precoce da infecção são objetivos maiores
no controle das infeções perinatais. Sempre que posśıvel, a imunização antes da
gravidez é desejável e recomendável, pois a imunização seletiva durante a gestação
poderia oferecer uma proteção teórica ao feto. O objetivo da imunização seria a
produção de imunoglobulinas (IgG) espećıficas e/ou fatores humorais que podem
atravessar a placenta e resultar na proteção passiva da criança, por um peŕıodo em
que persistirem esses anticorpos. Na prevenção de algumas doenças, como tétano
neonatal, a vacinação da grávida tem demonstrado algumas evidências de proteção
ao neonato, as quais já foram estabelecidas [18] [33] [52], mas ainda há controvérsias
em outras, como a rubéola.

Embora exista uma boa passagem seletiva pela placenta de anticorpos maternos
para o recém-nascido (RN), principalmente no último trimestre da gravidez, os
estudos demonstram uma queda drástica dos anticorpos antiv́ırus da rubéola nos
primeiros meses de vida, seguida de um decaimento mensal, conseqüência da perda
dos anticorpos recebidos de mães (M) que haviam tido contato com o v́ırus.

A rubéola em nosso meio constitui um importante problema de saúde pública,
pois um grande número de mulheres é infectado durante a idade fértil [66]. Em 1987,
um inquérito soroepidemiológico em 1.400 amostras de sangue de crianças com idade
entre 2 e 14 anos e 329 amostras de sangue de cordão umbilical foi realizado na cidade
de São Paulo para verificar a prevalência de anticorpos contra o v́ırus da rubéola.
Um aumento significativo foi encontrado após 6 anos de idade, e 77% dos indiv́ıduos
eram soropositivos entre 15 e 19 anos, aumentando para 90, 5% no sangue do cordão
de crianças cujas mães apresentavam idade entre 20 e 29 anos, alcançando 95, 6%
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no grupo de 30 a 34 anos. Numerosos estudos têm demonstrado que os anticorpos
maternos adquiridos pelos recém-nascidos decrescem de forma exponencial após o
nascimento, porém, a maioria destes foram realizados com imunoglobulinas totais
e pouca atenção tem sido dada ao decĺınio de anticorpos espećıficos [19] [58] [73].

Passos [58] encontrou um total de 5, 6% das parturientes não imunes a rubéola,
como resultado de uma pesquisa realizada no munićıpio de Caieiras, SP, em 1991.
Apesar deste resultado estar abaixo quando se compara com os dados da literatura
(cerca de 9%), o problema continua tendo uma importante dimensão pois essas
mulheres estão sob um risco de terem filhos portadores da śındrome da rubéola
congênita (SRC). Dado que a infecção rubeólica fetal pode ocorrer independente-
mente da infecção materna manifestar-se clinicamente ou ser assintomática, uma
gestante infectada irá desenvolver uma viremia. Ocorrendo a viremia, sua pla-
centa será atingida e poderá infectar o feto. Dependendo da idade gestacional em
que ocorre a infecção, o v́ırus poderá acarretar alterações teratogênicas levando a
abortos espontâneos, natimortos e crianças com rubéola congênita portadoras de
mal-formações evidentes ou não ao nascimento [9] [47].

Dado que a infecção rubeólica fetal pode ocorrer independentemente da infecção
materna manifestar-se clinicamente ou ser assintomática, uma gestante infectada
irá desenvolver uma viremia. Ocorrendo a viremia, sua placenta será atingida e
poderá infectar o feto. Dependendo da idade gestacional em que ocorre a infecção,
o v́irus poderá acarretar alterações teratogênicas levando a abortos espontâneos,
natimortos e crianças com rubéola congênita portadoras de malformações evidentes
ou não ao nascimento [9]. A preocupação com o aumento do número de mulheres
soronegativas, principalmente em nosso meio e como conseqüência, um incremento
na possibilidade de virem a ter infecção rubeólica durante a gravidez, podendo acar-
retar o nascimento de crianças com a SRC, fez com que muitos autores alertassem
para a necessidade de um rastreamento sorológico das adolescentes no pré-natal, a
despeito de terem tido rubéola ou terem sido vacinadas, bem como o seguimento de
mulheres com t́itulos baixos durante toda a gestação [10] [38] [64] [36].

Um outro recorte de interesse epidemiológico são os profissionais da saúde e
educação que atuam com crianças e adolescentes, pois por estarem expostos a v́irus
que dão quadros de doenças benignas na infância, a mesma evolução pode não
ocorrer no adulto. Existe uma recomendação de “American College of Physicians”,
o “Advisory Committee on Immunizations Pratices”, e vários outros organismos e
autores que vacine o pessoal da saúde contra as doenças evitáveis, principalmente
sarampo, caxumba, rubéola, hepatite B e varicela [1] [5] [7] [17] [39] [44] [71] [72].

Para se ter uma dimensão do problema, Passos em 1997, realizou-se uma pesquisa
entre 165 funcionárias das creches municipais, em idade fértil, no munićıpio de
Caieiras (SP), a fim de verificar a suscetibilidade e o conhecimento sobre a rubéola
[59]. Os resultados sorológicos, pelo método ELISA (método quantitativo imunoen-
zimático), demonstraram que 4, 2% de funcionárias em idade fértil apresentavam-se
soronegativas. Em relação ao conhecimento prévio sobre número de relatos de
rubéola cĺınica e vacinação comprovada ao rubiv́ırus, podemos observar que 81, 8%
(135 em 165) das funcionárias negaram ter tido rubéola e 38, 2% (63) referem-se
a uma vacinação contra a rubéola nos últimos meses em razão da epidemia de
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sarampo de 1997, mas não apresentaram comprovante de vacinação. Quando per-
guntadas sobre a necessidade de vacinação, 70, 9% (117) não tinham conhecimento
prévio, 25, 4% (42) confirmaram a necessidade e 3, 7% (6) não responderam. Con-
forme pôde ser constatado 135 (81, 88%) funcionárias negaram história positiva para
rubéola em discordância com a elevada proporção de soropositividade 158 (95, 7%),
o que produz falta de sensibilidade e especificidade dos antecedentes para prever o
estado imunitário.

Considerando elevado custo dos exames sorológicos em relação ao custo da
vacina, a abordagem da vacinação parece-nos economicamente viável, eficaz e se-
gura, pois poucas reações vacinais são observadas. A importância do uso da vacinação
como forma de proteção contra muitas doenças pode ser fundamentada sobre duas
vertentes: a diminuição de casos novos da doença (morbidade) e o baixo custo fi-
nanceiro da vacina em relação ao tratamento da doença (monetário) [73] ou suas
complicações como a SRC. A vacina tŕıplice viral deve ser preferida à vacina isolada
[39].

Sob um enfoque individual, a rubéola poderia oferecer pouca preocupação se
não fosse o efeito do v́ırus sobre o feto, pois numerosos estudos demonstraram os
riscos de efeitos teratogênicos nas primeiras 12 semanas de gestação [32] [50]. O
objetivo primordial, e universalmente aceita, da vacinação contra a rubéola é a
prevenção da infecção em mulheres grávidas e, como conseqüência, a prevenção da
SRC. Entretanto, há uma discordância acerca da melhor maneira de se alcançar
este fim, fazendo com que diferentes programas tenham sido propostos por vários
páıses e modificados posteriormente.

Com a finalidade de contribuir na elucidação de alguns aspectos da vasta dis-
cussão sobre o efeito dos anticorpos materno contra a rubéola na proteção tem-
porária sobre os recém-nascidos, foram estudadas quantitativamente as amostras
de sangue coletadas no campo. Da sorologia contra o v́ırus da rubéola foram feitos
estudos quanto do transporte pela barreira placentária e, também, da sorocon-
versão vacinal. Um outro aspecto importante do estudo foi a obtenção de uma
curva sorológica de anticorpos anti-rubéola com os dados locais.

2. Metodologia

Foi estudada uma amostra de 244 crianças menores de 2 anos e 39 pares de mães
e recém-nascidos, residentes no munićıpio de Caieiras, coletada durante o peŕıodo
de 18 de novembro de 1990 a 18 de janeiro de 1991. Este estudo, baseado em uma
amostragem da população da cidade de Caieiras, procura avaliar o perfil sorológico
em crianças menores de dois anos de idade, antes e após a vacinação contra a rubéola,
bem como o ńıvel sérico de anticorpos antiv́ırus da rubéola (AVR) em mães (M) e
recém-nascidos (RN) durante o peŕıodo de estudo [6] [58] [73].

O estudo, além de obter o perfil sorológico de uma comunidade brasileira,
procura compreender os fenômenos que medeiam as relações entre os ńıveis de anti-
corpos dos fetos pareado com os de suas mães, para entender se há fatores biológicos
que contribuem para resultar nas distribuições de concentrações em mães e recém-
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nascidos. De igual importância é descobrir se a presença de anticorpos maternos
nas crianças afeta a soroconversão vacinal.

2.1. Dados de campo

O trabalho de campo desenvolveu-se na Maternidade do Hospital Regional de
Caieiras (EMED) e na comunidade urbana. Das crianças recém-nascidas (RN)
durante o peŕıodo de estudo, cujas famı́lias residiam em Caieiras, foram colhidas
amostras de sangue materno (M) no pós-parto imediato e no cordão umbilical. Uma
ficha contendo dados de M foi preenchida pela obstetriz e a de RN foi preenchida
pelo pediatra do berçário.

Não foram inclúıdas no estudo as crianças que apresentavam os seguintes pro-
blemas:

1. Prematuridade, mal-formação, gemelaridade e anóxia grave;

2. Relato de imunodeficiência congênita ou adquirida;

3. Doenças oncológicas;

4. Processos febris agudos;

5. Tratamento com imunossupressor ou que tivessem recebido imunoglobulinas
ou outro derivado sangǘıneo no peŕıodo inferior a três meses; e

6. História de severa alergia a neomicina ou kanamicina ou reação anafilática à
protéına do ovo.

Em relação à coleta de sangue, nos recém-nascidos, lactentes e crianças da co-
munidade cujo acesso venoso era dif́ıcil, optou-se pela coleta com seringa, escalpe
21 ou 25, e nas demais crianças pela coleta pelo sistema a vácuo, num total de 1−5
ml. Uma amostra de sangue do cordão umbilical dos recém-nascidos foi coletada
no pós-parto imediato, com sistema seringa e escalpe e, conjuntamente, uma ou-
tra amostra de sangue da mãe foi obtida por punção venosa em membro superior,
utilizando-se, preferencialmente, o sistema de coleta a vácuo. Todas as amostras de
sangue foram imediatamente acondicionadas em geladeira de isopor que continha
bolsa de gelo reciclável, e, posteriormente, centrifugadas a 3.500 r.p.m. durante 15
minutos (Centŕıfuga de mesa Bio-Eng), divididas em quatro aĺıquotas e estocadas
a −20o C. O soro congelado era transportado ao laboratório, em gelo seco, para
posterior análise.

Além destes casos, por ocasião do estudo, foram coletadas 39 amostras de sangue
de M e do cordão umbilical de RN participantes do estudo, sendo que a distribuição
por faixa etária materna mais prevalente foi de 20−24 anos (48, 7%), seguida pela de
25− 29 anos (18%). Sobre a possibilidade de terem tido rubéola anteriormente, 32
(82%) negaram; 4 (10, 25%) disseram ter tido a doença em alguma fase da vida, mas
sem comprovação através de testes sorológicos, e 3 (7, 75%) não souberam informar.
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Em relação às vacinações prévias contra a rubéola, 25 (64, 10%) não souberam
informar, 13 (33, 3%) negaram ter recebido e somente 1 (2, 57%) afirma ter rece-
bido, mas sem comprovação vacinal. Em relação ao fato de terem recebido medica-
mento nos últimos seis meses, 20 (51, 3%) informaram ter recebido vitaminas e
sintomáticos. Todas as parturientes negaram ter recebido gamaglobulina e sangue
no último ano. Na amostra destes 39 recém-nascidos, 24 (61, 5%) eram do sexo
feminino e 15 (38, 5%) do sexo masculino com peso médio ao nascimento de 3.370
g. O parto cesárea foi realizado em 25 (64, 1%) das gestantes. O tipo de parto
parece não ter influência no estudo das concentrações séricas de imunoglobulinas
[48].

Em relação ao método laboratorial, o método quantitativo imunoenzimático
(ELISA) utilizado foi ETI–Rubeck–G, Sorin Biomédica, Diagnostici, Vercelli, Itália.
O “cut off” de 10 U.I./ml foi utilizado para distinguir as crianças soropositivas
(assumidas como imunes) das soronegativas. A soroconversão seguida da vacinação
foi definida como mudança de soronegativo para soropositivo ou aumento de quatro
vezes na concentração de t́ıtulos de IgG da primeira para a segunda amostra.

2.2. Estudo dos pares mãe–recém-nascido

A análise dos pares das concentrações de anticorpos encontradas na mãe e no recém-
nascido foi realizada por métodos estat́ısticos [22]. Foram utilizados três métodos
de análise estat́ıstica: teste não-paramétrico, regressão linear e testes paramétricos.

A análise pareada das concentrações de anticorpos encontradas na mãe e no
recém-nascido tem o objetivo de verificar se existe alguma relação entre as concen-
trações de anticorpos nos dois grupos. Os métodos estat́ısticos, aqui relacionados,
permitem avaliar essa posśıvel relação e discutir, também, os fatores geradores das
distribuições de concentrações entre mães e recém-nascidos.

2.2.1. Teste não-paramétrico

O teste não-paramétrico aplicado à amostra de pares de concentrações de anticorpos
de mãe e recém-nascido, para verificar eventuais diferenças, é o teste de sinais. O
teste não-paramétrico permite comparar como os dados estão distribúıdos (não é
preciso conhecer a sua real distribuição probabiĺıstica), mesmo que a amostra não
obedeça a uma distribuição normal.

O teste de sinais serve para comparar duas amostras que estejam sob a influência
de diversas condições. Muitas vezes, algum efeito que se deseja mensurar pode sofrer
alterações devido a muitos outros fatores que podem, de alguma forma, “mascarar”
o efeito desejado. Portanto, quando se usa teste de sinais (observação em pares), o
objetivo é tentar eliminar todos os outros fatores externos. Este teste é aplicável,
pois a amostra, observação de pares de concentrações de mãe e recém-nascido, é
proveniente de mãe e recém-nascido que são seres distintos, mas a obtenção da
concentração dos pares provém de situação similar (sangue e cordão, no ato do
nascimento), e cada par é distinto um do outro, pois diferente é a condição de cada
mãe e recém-nascido no parto.
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O teste de sinais conta os sinais da diferença das concentrações do par mãe e
recém-nascido, ou seja,

TS = sign ([M ]− [RN ]) , (2.1)

onde TS é o sinal (sign) da diferença. Por exemplo, se [M ] = 10 e [RN ] = 6,
então o sinal sign é +, portanto TS = +. O teste de sinais permite estudar se
uma das amostras apresenta valores maiores ou menores do que outra. O teste
teste pode ser para um lado (maior ou menor, com ńıvel de significância α), ou
nos dois lados (diferente, com ńıvel de significância 2α). Contando o número de
sinais positivos, compara-se este número com o número cŕıtico dado pelo ńıvel de
significância pré-determinado para uma conclusão estat́ıstica a respeito das duas
amostras.

2.2.2. Regressão linear

A primeira abordagem paramétrica será pelo método de regressão linear. É sabido
que a mãe cede ao feto anticorpos que ela carrega. Então os valores da concentração
de anticorpos das mães, [M ], serão considerados variáveis independentes e os va-
lores da concentração de anticorpos dos recém-nascidos, [RN ], serão considerados
variáveis dependentes. Assim, ajusta-se a equação linear

[RN ] = k0 + k1 [M ] , (2.2)

onde k1 é constante de proporcionalidade (ou coeficiente de regressão) e o coeficiente
linear é k0. No estudo do par mãe e recém-nascido tem-se k0 = 0, pois as mães não
podem dar de herança ao seu feto anticorpos que elas não possuem.

O valor da constante k1, ajustado pelo método de mı́nimos quadrados, dá in-
formação sobre o tipo de relação que possa existir entre as concentrações de anti-
corpos no grupo das mães e no de recém-nascidos.

2.2.3. Testes paramétricos

Os testes paramétricos utilizados para estudar eventuais diferenças entre as con-
centrações de mães e recém-nascidos são testes de observação em pares, análise
de variância por classificação simples (“one-way”) e análise de variância com dois
fatores (“two-way”).

O teste de observação em pares serve para discriminar duas amostras que estejam
sob influência de muitos fatores externos. Este teste baseia-se na diferença da
concentração do par mãe e recém-nascido, ou seja,

d = [M ]− [RN ] , (2.3)

onde d é o valor da diferença. O teste fundamenta-se na distribuição da diferença
d. A hipótese nula é analisada pelo teste t de “Student”.

A análise de variância permite testar diferença entre duas ou mais amostras
de populações simultaneamente. Testa-se a hipótese de que as médias de todos
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os grupos sejam iguais através do cálculo da razão das variâncias entre os gru-
pos e dentro dos grupos, resultado normalmente designado de F . Este valor tem
uma distribuição normal, classificada seguindo os graus de liberdade dados pelos
números da amostragem e dos grupos observados, e percentil correspondente a uma
probabilidade 1− α. Valores de F superiores a unidade já sugerem distinção entre
os grupos. Valores de α inferiores a 0, 10 são com freqüência utilizados para a re-
jeição da hipótese nula de igualdade entre os grupos. O fundamento da análise de
variância baseia-se no fato de que, se houver grandes diferenças nos valores médios
da amostra, então a variância dos grupos combinados será muito maior do que a
variância dos grupos separados.

A amostragem composta de concentrações de anticorpos IgG anti-rubéola de
mães e recém-nascidos é testada pela análise de variância. Essa amostragem pode
ser estudada sob duas hipóteses: a) os dois grupos de concentração, mãe e recém-
nascido, são as únicas possibilidades de classificação, ou seja, dentro de cada um dos
dois grupos não há nenhuma diferença. Este é o teste de análise de variância com
um único fator; e b) além dos dois grupos de concentração, mãe e recém-nascido,
existe uma outra categoria, a diferença entre os pares de concentração. Este é o
teste de análise de variância com dois fatores. A hipótese nula do teste de variância
é analisada pelo teste F de Fisher.

2.3. Estudo do decaimento

O estudo de decaimento da concentração de anticorpos nas crianças de pouca idade
tem a finalidade de estimar a meia vida do decaimento, isto é, o tempo necessário
para que uma dada concentração diminua pela metade. Ao mesmo tempo, é pre-
ciso estimar a idade em que a concentração de anticorpos herdados da mãe seja
considerada nula. Este estudo é feito pelo ajuste de curvas.

2.3.1. Regressão linear

O decaimento de anticorpos maternos será estudado considerando duas formas
(hipóteses) de diminuição. A primeira forma de decaimento será estudada por meio
de uma curva exponencial simples dada por

C (a) = C0e
−Ka, (2.4)

onde C0 é a concentração ao nascimento (a = 0) e K é a taxa de decaimento. Esta
abordagem supõe que a taxa de decaimento é constante em todas as idades e é,
também, a constante de proporcionalidade entre a taxa de variação da concentração
e a concentração em dada as idade.

Esta função não-linear pode ser linearizada, se tomar logaritmo neperiano nos
dois lados, tomando, então, os parâmetros a serem ajustados as formas

{
k0 = ln (C0)
k1 = −K.

(2.5)
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Assim, ajusta-se a mesma equação linear dada pela equação (2.2) pelo método de
mı́nimos quadrados. Para evitar problema com valor nulo, aos dados observados, ao
serem transformados em logaritmos, devem ser acrescentados uma unidade. Após
o ajuste linear, pode-se tomar o anti-logaritmo para obter os valores reais. Porém,
como foi acrescentada uma unidade aos valores observados, a curva ajustada tem a
forma

C (a) = ek0ek1a − 1. (2.6)

Da curva ajustada pode-se extrair algumas informações a respeito do decaimento
de anticorpos maternos. O tempo necessário para que uma dada concentração
diminua pela metade é facilmente obtida da equação (2.4), resultando em

a1/2 =
ln (2)

K
, (2.7)

onde a1/2 é a meia vida de decaimento de anticorpos herdados da mãe. A idade em
que o anticorpo herdado da mãe pode ser considerado totalmente eliminado aT é
obtida da equação (2.4), considerando para isso uma concentração limiar arbitrária,
dada, por exemplo, por

C(aT ) =
C0

10
. (2.8)

Em outras palavras, quando a concentração inicial (na idade zero) cai para um
valor dez vezes menor, supõe-se que a concentração remanescente não mais protege
a criança.

2.3.2. Ajuste por máxima verossimilhança

O método de ajuste anterior supôs a forma mais simples para o decaimento e, por
isso, não requereu nenhuma transformação especial de dados da amostra (o uso de
logaritmo foi no sentido de facilitar o ajuste, usando-se um método linear). Quando
se supõe que a taxa de decaimento tem dependência com idade e, portanto, a taxa
de variação da concentração não é proporcional ao valor da concentração em dada
idade, a lei que rege o decaimento de anticorpos maternos não obedece a equação
exponencial (2.4).

Para levar em consideração um certo desvio da homogeneidade etária do decai-
mento, ajusta-se uma loǵıstica com um polinômio de terceiro grau dado por

C(a) =
1

1 + ec0+c1a+c2a2+c3a3 , (2.9)

onde ci, com i = 0, 1, 2 e 3, são constantes relacionadas ao grau da potência dado
pelo ı́ndice i.

Esta função será ajustada pelo método de máxima verossimilhança. Como a
função loǵıstica (2.9) está limitada entre os valores 0 e 1, exige-se um tratamento
especial dos dados da amostra antes de usá-los. Todas as concentrações serão nor-
malizadas, isto é, todos os dados da amostra serão divididos pelo maior valor da
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concentração dentro da amostra. A máxima verossimilhança pode ser definida em
termos de seu valor logaŕıtmico (l), ou seja,

l (θ) =
n∑

i=1

{gi ln [C(ai)] + (1− gi) ln [1− C(ai)]} (2.10)

onde θ refere-se aos parâmetros ci, i = 0, 1, 2 e 3, a serem ajustados, gi é o valor
da concentração normalizada, ai é a idade considerada na i-ésima observação, cor-
respondendo ao valor da concentração C(ai), e n é o número total da amostragem.
A parte constante da expressão de máxima verossimilhança não foi considerada.

A meia vida do decaimento é facilmente extráıdo a partir da curva ajustada. A
idade em que o anticorpo herdado da mãe pode ser considerado totalmente eliminado
é obtida, também, a partir do gráfico, considerando a equação (2.8).

2.4. Estudo de soroconversão vacinal

O estudo de soroconversão nas crianças de pouca idade tem a finalidade de estudar
a capacidade de resposta do sistema imunológico. Este estudo é feito pelo ajuste de
máxima verossimilhança, usando-se a equação (2.9), porém com apenas dois valores,
isto é: 1 se soroconverteu e 0, no caso contrário. Assim, o parâmetro g da equação
(2.10) assume o valor 1 ou 0.

3. Resultados

Os dados de sorologia são analisados da seguinte forma. As 39 amostras de sangue
do par mãe e recém-nascido são usadas para detectar se há diferença entre as con-
centrações de anticorpos anti-rubéola entre os grupos de mães e recém-nascidos. As
amostras de 244 crianças menores de 2 anos são usadas para estudar o decaimento de
anticorpos maternos anti-rubéola. Finalmente, as 196 amostras de crianças menores
de 2 anos são usadas para estudo da soroconversão vacinal.

3.1. Estudo do par mãe e recém-nascido

Usa-se métodos estat́ısticos e ajuste de curvas para estudar as concentrações de an-
ticorpos anti-rubéola encontradas em dois grupos: mãe e recém-nascido. A amostra
é composta de 39 pares de concentrações de anticorpos.

3.1.1. Teste não-paramétrico – Teste de sinais

Inicialmente, aplica-se o teste de sinais. Este teste não-paramétrico, em que a
distribuição da amostra não depende da distribuição populacional (e nem precisa ser
normal), faz a comparação entre as distribuições, sem utilizar nenhum parâmetro.
Por isso, pode ser aplicado para verificar se as concentrações de anticorpos no grupo
das mães é maior ou menor do que no grupo de recém-nascidos. Esta amostragem é
formada por pares de observações em dois seres distintos, as observações de cada par
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são feitas quando do momento do nascimento e os diferentes pares de observações
são completamente diferentes. Justamente por causa desta última condição é que o
teste de sinais é mais adequado, uma vez que o teste t não se aplica.

O teste de sinais é baseado na contagem de sinais das diferenças entre os pares de
observação, e define-se por r o número de sinais menos freqüente. A hipótese nula
(H0) é que cada diferença dos pares de anticorpos anti-rubéola dos grupos de mães
e recém-nascidos tem uma distribuição de probabilidade com média 0. Portanto,
rejeita-se a hipótese nula se o valor de r for pequeno. Com respeito ao valor pequeno
de r, pode-se determinar o valor cŕıtico, rc, a partir de percentiles para a distribuição
da amostra do número de sinais positivos quando a hipótese é verdadeira. No caso
em estudo, há N = 39 amostras de pares, e para o teste uni-direcional com um
ńıvel de significância estat́ıstica α = 0, 054, o valor cŕıtico para o número de sinais
positivos é rc = 14. Em outras palavras, no teste uni-direcional a hipótese de que
a população consiste de 50% ou mais sinais positivos, com ńıvel de significância
α = 0, 054, é rejeitada se 14 ou menos sinais positivos são observados na amostra.
Semelhantemente, no teste uni-direcional a hipótese de que a população consiste de
50% ou menos sinais positivos, com ńıvel de significância α = 0, 054, é rejeitada se
14 ou menos sinais menos (mais que 24 sinais positivos) são observados na amostra.

No nosso estudo, para a diferença entre as concentrações de mães e recém-
nascidos, encontrou-se 10 sinais positivos (r) e 27 sinais negativos. Portanto, rejeita-
se a hipótese de que, com ńıvel de significância α = 0, 054, 50% ou mais da população
tem concentrações de anticorpos de mães maiores que os recém-nascidos. Porém,
não se rejeita a hipótese de que, com ńıvel de significância α = 0, 054, 50% ou
menos da população tem concentrações de anticorpos de mães menores que os recém-
nascidos. Portanto, como o valor de r é pequeno (pelo menos é menor do que o seu
valor cŕıtico), rejeita-se a hipótese nula H0.

O teste de sinais permite fazer modificações, e uma delas é sobre a questão
de quanto as concentrações de anticorpos de mães são menores que as de recém-
nascidos. Para tanto, adiciona-se um valor igual a todos os valores das concentrações
de mães. Neste caso, o valor mı́nimo que se adiciona ao grupo das mães para que
a diferença não seja estatisticamente significante é Cm = 6, 7 U.I./ml. Com esta
modificação nos dados amostrais, tem-se 15 sinais mais, 23 sinais menos, o que não
rejeita a hipótese nula H0. Este acréscimo gerou um par com concentrações iguais
entre mãe e recém-nascido. Portanto, em média, as concentrações de mães são 6, 7
U.I./ml menores do que de recém-nascidos.

3.1.2. Regressão linear

Apresenta-se a amostra com 39 pares de concentrações dos grupos de mães e recém-
nascidos em forma de gráfico. Esta amostra é caracterizada por uma diferença de
concentração entre os pares considerados. Mostra-se, agora, o ajuste linear dos
dados, de acordo com a equação (2.2), para um primeiro estudo paramétrico.

A regressão linear, em que se ajusta apenas o coeficiente angular (ou de regressão)
da reta, é mostrada na Figura 1. O valor ajustado para o coeficiente de regressão k1 é
1, 08±0, 04 (adimensional), sendo, assim, a equação entre as concentrações dada por
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[RN ] = 1, 08× [M ]. Com o valor do parâmetro obtido do ajuste determina-se o in-
tervalo de confiança para o coeficiente de regresão linear. Com 95% de significância,
o coeficiente de regressão k1 encontra-se no intervalo entre os valores 1, 001 e 1, 167.
Como o valor do extremo inferior é superior a unidade, conclue-se (com 95% de
confiança) que a concentração de mães é menor do que de recém-nascidos, mesmo
que a fonte de anticorpos dos recém-nascidos seja a mãe. 
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Figura 1: Regressão linear da concentração de IgG anti-rubéola em recém-nascidos
[RN ] em função da concentração em mães [M ]. A marca × refere-se aos dados
observados.

Figura 1 mostra duas tendências (melhor vista na curva de distribuição de
reśıduos, não apresentada aqui): para valores baixos de concentrações de anticor-
pos em mães, os valores de recém-nascidos encontram-se acima da curva ajustada,
enquanto para valores elevados, as concentrações de anticorpos em recém-nascidos
ficam distribúıdas em torno da curva. O teste de sinais (não-paramétrico) apenas
revelou que há diferença entre os pares. O ajuste de curvas, um método paramétrico,
mostrou não somente esta diferença, mas também em que região das concentrações
esta diferença ocorre.

Esta concentração elevada entre os recém-nascidos em comparação com as mães,
em regiões de baixa concentração de anticorpos nas mães, pode ser vista de outra
forma. Ajusta-se a equação

[M ] = k′0 − k′1
[RN ]
[M ]

,

onde k′0 e k′1 são valores positivos. Os parâmetros ajustados são k′0 = 209, 47±23, 65
U.I./ml e k′1 = 77, 72 ± 18, 56 (adimensional). Figura 2 mostra este ajuste. O
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coeficiente de regressão situa-se, com 95% de confiança, entre os valores 161, 44 e
257, 49.
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Figura 2: Regressão linear da concentração de IgG anti-rubéola em mães [M ] em
função da razão entre as concentrações de recém-nascidos e mães [RN ]/[M ]. A
marca × refere-se aos dados observados.

Figura 2 mostra que, em torno de [RN ] = [M ], ocorre uma maior concentração
de pares observados e, também, que o valor da correspondente concentração de
anticorpos da mãe situa-se em torno de 125 U.I./ml. A figura mostra que a maioria
das mães que participaram do estudo repassaram pelo cordão umbilical um pouco
mais ou um pouco menos da sua concentração de anticorpos para os recém-nascidos.
A reta ajustada é monotonicamente decrescente, pois concentrações maiores de
anticorpos em recém-nascidos ocorrem para baixas concentrações em mães. Por
isso, usou-se o sinal menos na equação linear.

3.1.3. Testes paramétricos

Os dados amostrais são considerados observações pareadas, para detectar se existe
um fator externo que possa causar diferença entre os grupos compostos por mães
e recém-nascidos. Por outro lado, muitos outros fatores externos podem mascarar
ou obscurecer a real diferença. Para detectar se há de fato um fator externo pre-
ponderante, usa-se as observações em pares, e calcula-se a diferença entre cada par.
Ao se estudar levando em consideração esta diferença (por exemplo, a concentração
de mãe menos a de recém-nascido), assume-se que todos os fatores externos afetam
de forma idêntica os dois grupos, sendo assim, removidos pela diferença. O teste
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de observações pareadas estuda a hipótese da igualdade de médias entre os dois
grupos, isto é, as médias das concentrações de anticorpos nos grupos de mães e
recém-nascidos são iguais.

O teste de sinais revelou que há diferença entre os pares estudados. O ajuste
de curvas, da mesma maneira, mostrou que esta diferença existe, mas ocorre prefe-
rencialmente para baixas concentrações no grupo das mães. Fundamentado nisso,
usa-se, agora, o teste paramétrico das diferenças, mesmo sabendo que os diferentes
pares de observações são completamente diferentes. Dessa forma, estuda-se se há
algum fator comum atuando em todos os pares, focalizando-se para a barreira pla-
centária comum a todos os pares de mães e recém-nascidos, em vez de concentrar-se
na diferença de seres.

Como os fatores externos podem ser removidos pela diferença entre os pares
observados, testa-se a hipótese nula H0 de que a distribuição da diferença entre
as duas populações tem média 0. Para este fim, usa-se o teste t com 38 graus de
liberdade, pois tem-se 39 pares de observações. Para aplicar o teste t, calcula-se

t =
d− 0

sd/
√

39
,

com 



d =

39∑
i=1

(Xi−Yi)

39

s2
d =

39∑
i=1

(Xi−Yi)
2−

[
39∑

i=1

(Xi−Yi)

]2

39

38 ,

onde Xi e Yi são, respectivamente, as concentrações de mãe e de recém-nascido
na i-ésima observação pareada. Com os 39 pares observados, o valor obtido foi
t = −3, 20. Este valor é usado para rejeitar ou não a hipótese nula. Para ńıvel de
significância α = 0, 01, o valor de t de “Student” cŕıtico com 38 graus de liberdade
é t0,99(38) ≈ 2, 429 (entre os valores t0,99(30) = 2, 457 e t0,99(40) = 2, 423). A
hipótese de igualdade de médias é rejeitada se t < −2, 429 ou t > 2, 429. Como
o valor calculado foi t = −3, 20, rejeita-se a hipótese nula e aceita-se a hipótese
de que as médias das concentrações entre os grupos de mães e recém-nascidos são
diferentes.

Como se detectou uma diferença significativa entre as concentrações dos grupos
de mães e recém-nascidos pelo método das observações pareadas, pode-se supor
que existem fatores externos que de fato estejam causando esta diferença. Deve-se,
então, tentar caracterizar quais são os posśıveis fatores que estejam atuando na
passagem de anticorpos maternos para o feto (considerando a barreira placentária,
assumida para os pares a fim de usar o teste de observações pareadas), de tal forma
que, ao nascer, este apresente em média uma concentração maior do que a da mãe,
de quem herda os anticorpos. Pela regressão linear já constatamos que a diferença
ocorre em baixas concentrações de anticorpos em mães.

De modo semelhante ao caso de teste de sinais, se acrescentarmos Cm = 8, 8
U.I./ml em todas as concentrações observadas entre as mães, o valor calculado
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para este novo conjunto alterado de dados é t = −1, 30. Para ńıvel de significância
α = 0, 10, o valor de t de “Student” cŕıtico com 38 graus de liberdade é t0,90(38) ≈
1, 305 (entre os valores t0,90(30) = 1, 310 e t0,90(40) = 1, 303). Portanto, não se
rejeita mais a hipótese nula. O valor médio Cm encontrado neste teste paramétrico
é ligeiramente maior do que o obtido no teste não-paramétrico (6, 7 U.I./ml). Este
valor acrescentado ao grupo das mães, assim como o do teste de sinais, é escolhido
dentro da amostra, de forma que ocorra um par com concentrações iguais e, com
este valor acrescido, a diferença estat́ıstica entre os pares observados dos dois grupos
deixa de existir.

Todos os testes já estudados mostraram que há diferença significativa entre as
concentrações de anticorpos nos grupos de mães e recém-nascidos. Vamos estu-
dar mais um teste paramétrico, o teste de análise de variância (ANOVA). Este
teste fundamenta-se em uma separação de variâncias de todas as observações em
partes, cada uma medindo variabilidade atribúıda para alguma fonte espećıfica,
como variação interna das várias populações ou variações de uma população para
outra. Contudo, o teste refere-se à comparação das médias entre várias populações,
assumindo que as variâncias destas populações são iguais.

O teste de ANOVA compara o valor de F (teste de Fisher), obtido da razão
entre as variâncias consideradas, com o valor cŕıtico com ńıvel de significância α,
designado F1−α. Se o valor de F for maior que o valor correspondente cŕıtico F1−α,
então rejeita-se a hipótese da igualdade de médias entre as populações.

No caso de classificação com 2 populações (mães e recém-nascidos), o teste de
ANOVA é semelhante ao do teste de observações pareadas (teste paramétrico). No
entanto, este teste considera os valores absolutos observados, e não a diferença,
como no teste pareado, por exemplo. Portanto, faz-se o teste de ANOVA com
2 populações. Tabela 2 mostra a análise de variância. Para α = 0, 05 ńıvel de
significância, os valores cŕıticos são F0,95(1, 38) = 4, 08 e F0,95(38, 38) = 1, 51. Por-
tanto, há diferença entre as médias dos grupos de mães e recém-nascidos, pois
F (1, 38) > F0,95(1, 38). Da mesma forma há diferença entre os pares de observações,
pois F (38, 38) > F0,95(38, 38).

Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 4.290,5 1 4.290,5 F (1, 38) = 10, 23
Linhas 206.728,1 38 5.440,2 F (38, 38) = 12, 97
Entre 15.938,4 38 419,4 –
Total 226.957,0 77 – –

Tabela 2. Análise de variância com 2 populações.

Mostra-se a motivação para aplicar a análise de variância, mesmo que, para duas
populações, este teste fornece o mesmo resultado do teste t de “Student”. Os resul-
tados anteriores mostraram que a diferença era grande para baixas concentrações de
anticorpos em mães, mas praticamente o mesmo para concentrações elevadas. Va-
mos explorar este fato, realizando vários testes de ANOVA, e determinar o ńıvel de
concentração materna em que a diferença entre os pares deixa de existir. Para este
fim, considera-se que mães e recém-nascidos pertençam ao mesmo grupo, usando-
se, então ANOVA com uma única população. Esta classificação na mesma categora
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dos dois seres distintos fundamenta-se no fato de que, na hora do parto, o sangue
nas mães e recém-nascidos é separado apenas pela bareira plancentária (motivação
para se usar teste de observação pareada).

Tabela 3 mostra a análise de variância considerando todos os dados amostrais
em uma única categoria. Para α = 0, 05 ńıvel de significância, o valor cŕıtico é
F0,95(1, 76) ≈ 3, 95 (entre os valores cŕıticos F0,95(1, 60) = 4, 00 e F0,95(1, 120) =
3, 92). Portanto, não há diferença entre as médias dos grupos formados por mães
e recém-nascidos, pois F (1, 76) < F0,95(1, 76). Quando os grupos (mãe e recém-
nascido) e pares (diferentes mães e recém-nascidos) são agrupados, a diferença que
existia entre os dois grupos deixa de existir.

Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 4.290,5 1 4.290,5 F (1, 76) = 1, 4644
Amostras 222.666,5 76 2.929,8 –

Total 226.957,0 77 – –
Tabela 3. Análise de variância com 1 população.

Vamos, então, separar este grupo formado por mães e recém-nascidos em dois
sub-grupos: Grupo I e Grupo II. No Grupo I são selecionados todos os dados
amostrais até um certo valor da concentração de anticorpos da mãe. Conseqüen-
temente, no Grupo II estão os demais dados, cujas concentrações estão acima do
valor considerado. A regressão linear forneceu um valor aproximado para deter-
minar a concentração limiar em que ocorre a diferença entre os grupos de mães e
recém-nascidos, que é 125 U.I./ml.

Na primeira simulação de sub-grupagem, escolhe-se para a concentração da mãe
o valor 128, 8 U.I./ml como o limite superior para pertencer ao Grupo I. Assim,
o Grupo I é formado pelos pares de observações cujas concentrações de anticorpos
nas mães [M ] situam-se entre os valores 0 e 128, 8 U.I./ml, enquanto o Grupo II
é formado por mães com concentrações de anticorpos entre 130, 8 e 229, 5 U.I./ml.
O Grupo I tem 25 pares de amostras, enquanto o Grupo II tem 14 pares. Note
que 130, 8 U.I./ml é o valor imediatamente superior na escala de observação de
concentração materna.

Faz-se o teste de ANOVA com 1 população, porém dividida em dois grupos.
Tabela 4 mostra a análise de variância para o Grupo I, e Tabela 5 mostra a análise
de variância para o Grupo II. Para α = 0, 10 ńıvel de significância, os valores
cŕıticos são F0,90(1, 48) ≈ 2, 81 (entre os valores cŕıticos F0,90(1, 40) = 2, 84 e
F0,90(1, 60) = 2, 79) e F0,90(1, 26) ≈ 2, 90 (entre os valores cŕıticos F0,90(1, 24) =
2, 93 e F0,90(1, 30) = 2, 88). Nesta sub-grupagem, tem-se F (1, 48) < F0,90(1, 48)
e F (1, 26) < F0,90(1, 26). Portanto, não há diferença significativa na média de
concentrações de mães e recém-nascidos tanto no Grupo I quanto no Grupo II.

Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 4.751,31 1 4.751,31 F (1, 48) = 2, 559
Amostras 89.120,63 48 1.856,68 –

Total 93.871,94 49 – –
Tabela 4. Análise de variância do Grupo I: [M ] entre 0 e 128, 8 U.I./ml.
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Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 296,34 1 296,34 F (1, 26) = 0, 40
Amostras 19.078,78 26 733,8 –

Total 19.375,12 27 – –
Tabela 5. Análise de variância do Grupo II: [M ] entre 130, 8 e 229, 5 U.I./ml.

Como não há diferença, então deve-se proceder a uma nova sub-grupagem. Nesta
simulação de sub-grupagem, o par observado de maior concentração materna é
retirado do Grupo I e colocado no Grupo II. Assim, escolhe-se para a concentração
da mãe o valor 127, 5 U.I./ml como o limite superior para pertencer ao Grupo I.
Note que 127, 5 U.I./ml é o valor imediatamente inferior ao valor 128, 8 U.I./ml
na escala de observação de concentração materna. Assim, o Grupo I é formado
pelos pares de observações cujas concentrações de anticorpos nas mães [M ] situam-
se entre os valores 0 e 127, 5 U.I./ml, enquanto o Grupo II é formado por mães com
concentrações de anticorpos entre 128, 8 e 229, 5 U.I./ml. O Grupo I tem 24 pares
de amostras, enquanto o Grupo II tem 15 pares.

Faz-se o teste de ANOVA com 1 população, porém dividida em dois novos gru-
pos. Tabela 6 mostra a análise de variância para o Grupo I, e Tabela 7 mostra
a análise de variância para o Grupo II. Para α = 0, 10 ńıvel de significância, os
valores cŕıticos são F0,90(1, 46) ≈ 2, 82 (entre os valores cŕıticos F0,90(1, 40) = 2, 84
e F0,90(1, 60) = 2, 79) e F0,90(1, 28) ≈ 2, 89 (entre os valores cŕıticos F0,90(1, 24) =
2, 93 e F0,90(1, 30) = 2, 88). Nesta nova sub-grupagem, tem-se F (1, 46) > F0,90(1, 46)
e F (1, 28) < F0,90(1, 28). Portanto, há diferença significativa na média de concen-
trações de mães e recém-nascidos no Grupo I, enquanto para o Grupo II aceita-se
a igualdade de médias (não há diferença estat́ıstica).

Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 5.819,96 1 5.819,96 F (1, 46) = 3, 10
Amostras 86.295,51 46 1.875,99 –

Total 92.115,47 47 – –
Tabela 6. Análise de variância do Grupo I: [M ] entre 0 e 127, 5 U.I./ml.

Soma de quadrados Gr. de liber. Variância Razão F
Colunas 83,18 1 83,18 F (1, 28) = 0, 09
Amostras 26.567,95 28 948,86 –

Total 26.651,13 29 – –
Tabela 7. Análise de variância do Grupo II: [M ] entre 128, 8 e 229, 5 U.I./ml.

O teste ANOVA permitiu determinar, estatisticamente, o valor da concentração
em que a diferença entre os grupos formados por mães e recém-nascidos ocorre.
Quando se divide os dois grupos em função do valor de concentração C∗ = 127, 5
U.I./ml, o sub-grupo com concentrações de mães menores que este valor apresenta
diferença nas médias entre mães e recém-nascidos. Por isso, todo sub-grupo (Grupo
I) que formar, tendo como limite este valor C∗, porém para valores máximos menores
que C∗, terá valor de F tanto maior quanto menor for o valor máximo considerado.
Em outras palavras, quanto menor for as concentrações das mães, maior será a
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diferença entre as médias. Pode-se dizer que o fator externo que afeta a passagem
de anticorpos pela barreira placentária não influencia mais quando a concentração
de anticorpos na mãe estiver em torno de C∗ = 127, 5 U.I./ml.

Levando em consideração todos os resultados acima, pode se assumir que um
provável fator externo biológico é a passagem ativa dos anticorpos pela barreira
placentária. A passagem de anticorpos pela barreira placentária é um fenômeno
biológico. Como tal, há leis f́ısicas e qúımicas que regulam esta passagem. A im-
portância da análise estat́ıstica é detectar se há diferença na amostra, e em que
condições esta diferença existe ou deixa de ocorrer. Baseado nos resultados es-
tat́ısticos, pode-se fazer algumas conjecturas. Uma delas é que o valor de saturação
para a passagem ativa de anticorpos pela barreira placentária situa-se em torno de
C∗ = 127, 5 U.I./ml. Assim, biologicamente, conjectura-se que a passagem ativa
(com gasto energético) de anticorpos é um fenônemo f́ısico preponderante para
baixas concentrações nas mães, até o valor de sua saturação, sendo que acima deste
valor, predomina a passagem passiva (difusão). Dessa forma, a passagem ativa
modifica ligeiramente as concentrações no par mãe e recém-nascido, aumentando
nos recém-nascidos para valores acima daqueles que seriam o esperado apenas pela
passagem passiva.

Este estudo estat́ıstico feito a partir de 39 dados amostrais fornece uma base
teórica para construir um modelo matemático para estudar a passagem passiva e
ativa de anticorpos pela barreira placentária. Um posśıvel modelo matemático,
levando em consideração difusão e reação, pode considerar esta barreira como uma
membrana porosa e seletiva, e quantificar as concentrações na mãe e no récem-
nascido ao longo da gravidez. Uma posśıvel aplicação seria a determinação do
peŕıodo favorável para efetuar a imunização passiva do feto.

3.2. Estudo do decaimento do anticorpo materno

Analisou-se o processo de passagem de anticorpos maternos ao feto, em especial
com os dados coletados do par no momento do parto. Estes anticorpos têm a
finalidade de proteger o recém-nascido nos primeiros dias de sua vida, peŕıodo em
que é incapaz de produzi-los, pela imaturidade do sistema imunológico. Por isso,
a proteção é maximizada pela passagem ativa de anticorpos maternos para o feto
durante a gestação, sendo que este processo ativo com gasto energético deixa de ser
notado para elevadas concentrações de anticorpos em mães, quando ocorre grande
fluxo de anticorpos pela passagem passiva (difusiva). Entretanto, sendo protéınas
séricas, os anticorpos são degradados, por isso conferem uma proteção passageira,
atuando durante um curto peŕıodo de tempo. Assim, para finalizar o estudo da
passagem de anticorpos maternos ao feto, determina-se o peŕıodo de tempo que
estes anticorpos maternos herdados pelo feto podem proteger o recém-nascido.

A questão relativa ao peŕıodo de tempo que estes anticorpos podem aferir
proteção à criança recém-nascida é estudada baseada em uma amostra de 244
crianças menores de 2 anos. Os dados são resumidos na Tabela 8. Esta tabela
mostra, por exemplo, que as 8 crianças entre 0 e 1 mês de idade apresentaram
anticorpos (maternos) contra o v́ırus da rubéola.
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Primeiro, estes dados são ajustados considerando-se a função dada pela equação
(2.4). Mas, quando se aplica o logaritmo, esta função, através das mudanças dadas
pela equação (2.5), torna-se linear, igual àquela dada pela equação (2.2). As-
sim, ajusta-se os dados observados transformados em logaritmo, de acordo com
ln [C(a) + 1], pelo método de regressão linear. Figura 3 mostra este ajuste, com
os parâmetros ajustados sendo k0 = 1, 76± 0, 10 ln (U.I./ml) e k1 = −0, 42± 0, 01
meses−1.

Idade Total Positivos Proporção Intervalo de Confiança
0-1 8 8 1 0,63–1
1-2 8 7 0,875 0,47–1
2-3 11 7 0,636 0,31–0,89
3-4 11 6 0,545 0,23–0,83
4-5 11 5 0,455 0,16–0,75
5-6 13 2 0,154 0–0,38
6-7 15 1 0,067 0–0,19
7-8 26 2 0,077 0–0,17
8-9 22 0 0 0–0,15
9-10 14 0 0 0–0,23
10-11 23 0 0 0–0,15
11-12 23 2 0,087 0–0,20
12-24 59 3 0,051 0–0,11

Tabela 8. Soroprevalência da rubéola em crianças menores de 2 anos, estratificada
por faixa etária, em um total de 244 crianças, em Caieiras, 1990.

Figura 4 mostra o ajuste da Figura 3 tomando-se os anti-logaritmos. Os parâme-
tros ajustados são transformados (inversamente) de acordo com a equação (2.5), ou
seja, C0 = ek0 e K = −k1, retomando, assim, a função exponencial dada pela
equação (2.4). Deste ajuste, obtém-se a meia vida a1/2 = 1, 64 meses e a idade de
decaimento total de anticorpos maternos aT = 6, 03 meses, calculadas, respectiva-
mente, pelas equações (2.7) e (2.8).

Contudo, os dados da Tabela 8 podem ser ajustados usando a equação (2.9), pelo
método de máxima verossimilhança, dada pela equação (2.10). Figura 5 mostra este
ajuste, com os parâmetros ajustados sendo c0 = −0, 46 ± 0, 10, c1 = 1, 06 ± 0, 41
meses−1, c2 = −0, 04 ± 0, 08 meses−2 e c3 = 0, 001 ± 0, 003 meses−3. A curva
ajustada é semelhante à da Figura 4, pois os dois últimos parâmetros podem ser
considerados nulos, devido aos erros serem maiores que os valores dos parâmetros.
Deste ajuste, obtém-se a meia vida a1/2 = 1, 25 meses (da curva) e a idade de decai-
mento total de anticorpos maternos aT = 3, 45 meses, calculadas, respectivamente,
pelas equações (2.7) e (2.8).

Os dois ajustes dos dados de soroprevalência em crianças menores de 2 anos
mostraram dois aspectos. Primeiro, o decaimento de anticorpos maternos segue um
padrão exponencial, isto é, a queda é proporcional à concentração, cuja constante
de proporcionalidade não se altera com a idade. Por isso, a curva loǵıstica, que
considerou heterogeneidade, quando ajustada aos dados, resultou em uma função
exponencial (coeficientes c2 e c3 nulos). Segundo, a perda de anticorpos maternos
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Figura 3: Ajuste por mı́nimos quadrados do logaritmo da concentração de IgG,
ln([IgG]), anti-rubéola em crianças em função de idade (em meses). A marca ×
refere-se aos dados observados.
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Figura 4: Concentração de IgG anti-rubéola em crianças [IgG] em função de idade
(em meses). A marca × refere-se aos dados observados.
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ocorre por volta de 6 meses e, assim, quando baseado nestes dados, percebe-se que
a comunidade estudada pode e deve ser vacinada contra a rubéola em torno de 6
meses.  
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Figura 5: Ajuste por máxima verossimilhança da concentração de IgG anti-rubéola
em crianças [IgG] em função de idade (em meses). A marca × refere-se aos dados
observados.

Mas, como a presença de anticorpos maternos pode afetar na real estimulação
do sistema imunológico da criança pela introdução de v́ırus atenuado, seja pela ima-
turidade, seja pelos anticorpos maternos que imediatamente ligam-se aos ant́ıgenos,
falta estudar a soroconversão vacinal para que a vacinação aos 6 meses de idade seja
eficiente e plenamente justificável.

Portanto, para determinar a questão da idade mı́nima para vacinação em crianças
contra a rubéola, faz-se estudo da soroconversão vacinal. Os dados de soroconversão
vacinal estão resumidos na Tabela 9. Esta tabela mostra que, por exemplo, as 7
crianças vacinadas contra o v́ırus da rubéola entre 0 e 1 mês de idade não apresen-
taram soroconversão, ou seja, a vacina não teve eficácia entre elas. À medida que a
idade aumenta, aumentou-se crianças que soroconverteram após receberem a vacina
contra a rubéola, sendo que acima de 6 meses quase todas as crianças responderam
positivamente à vacinação, soroconvertendo-se.

Os dados da Tabela 9 são ajustados usando a equação (2.9), pelo método de
máxima verossimilhança, dada pela equação (2.10). Figura 6, uma curva sigmóide,
mostra este ajuste, com os parâmetros ajustados sendo c0 = 3, 46, c1 = −1, 23
meses−1, c2 = 0, 07 meses−2 e c3 = −0, 01 meses−3. Desta figura observa-se que
50% das crianças soroconverteram em até 3, 53 meses, 93, 1% soroconverteram em
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até 9 meses e 95, 3%, em até os 15 meses.

Idade Total Soroconversão Proporção
0-1 7 0 0
1-2 7 2 0,43
2-3 7 3 0,5
3-4 9 3 0,33
4-5 7 3 0,62
5-6 9 7 0,82
6-7 13 13 1
7-8 22 19 0,91
8-9 21 21 1
9-10 8 7 0,89
10-11 20 20 1
11-12 17 17 1
12-24 49 49 1

Tabela 9. Soroconversão pós-vacinal contra rubéola em crianças menores de 2 anos,
estratificada por faixas etárias, em um total de 196 crianças, em Caieiras, 1991.
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Figura 6: Ajuste por máxima verossimilhança de soroconversão pós-vacinal C(a)
em função de idade (em meses). A marca × refere-se aos dados observados.

A curva de soroconversão foi ajustada por uma função loǵıstica. Diferentemente
da curva de decaimento de anticorpos maternos, observa-se uma dependência com
outros fatores que desvia de um comportamento Poissônico (distribuição exponen-
cial). O decaimento de anticorpos maternos é um processo biológico em que uma
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dada concentração de imunoglobulinas herdados decai pela degradação, que ocorre
proporcionalmente à sua concentração. No entanto, a soroconversão não é um
fenômeno linear, mas o resultante da interação do binômio anticorpo materno e
estimulação antigênica do sistema imunológico. Por isso, a curva de soroconversão
foge do padrão exponencial e segue uma forma sigmóide.

A presença de anticorpos maternos protege o recém-nascido, pois este não apre-
senta ainda o sistema imunológico já amadurecido. No entanto, a presença de anti-
corpos maternos pode, também, prejudicar o est́ımulo do sistema imunológico para
produção de anticorpos pela criança. Por isso, a relação entre peŕıodo de decaimento
e a idade de soroconversão vacinal deve ser tomada com todo o cuidado. Baseado
neste estudo, a vacinação aos 9 meses de idade, atualmente praticada, é bastante
razoável, pois nesta idade a maioria das crianças perderam o anticorpo materno e
quase todas elas soroconverteram pela vacina. Porém, os resultados mostram que
esta idade pode ser abaxada. Mas, para propor este novo esquema de vacinação (6
meses), novos estudos epidemiológicos devem ser feitos para dar mais peso a esta
nova prática.

4. Discussão

Em nosso estudo, o resultado da soronegatividade ao rubiv́ırus encontrada nas 39
parturientes foi de 5,1%. Os trabalhos de soronegatividade ao rubiv́ırus mostram
variabilidade dos resultados nas mulheres em idade fértil, cujo risco médio estimado
é de 20% em adquirir a rubéola [15] [16] [20] [23].

Em 1964, Sever et al. [65] realizaram um estudo soroepidemiológico multicêntrico
anti-rubiv́ırus em 12 hospitais universitários nos EUA (era pré-vacinal). O resul-
tado da soronegatividade encontrada em 600 amostras de soro de mulheres grávidas
foi de 17,5%. A faixa de variação da soronegatividade foi de 30% em New Orleans
a 8% em Mineapolis, sendo que 25, 2% das mulheres soronegativas encontravam-se
na faixa de 14 a 19 anos. Cockburn [20], segundo estudo realizado em 40 páıses,
encontrou, nas ilhas Jamaica, Trindade, Havai e Tailândia, a soropositividade entre
34 a 57% para a faixa etária entre 23 e 29 anos. Gil [33] investigou, em 1983 pelo
método da inibição da hemaglutinação (I.H.), um total de 1.600 alunas escolares
cubanas da rede pública, cuja faixa etária compreendia garotas de 12 a 14 anos, e
encontrou 36% de soronegatividade.

Noah et al. [54], em um estudo prospectivo de sorovigilância contra o v́ırus
da rubéola em mulheres na faixa de 15 − 44 anos em 1988, encontraram, em uma
amostra de 1.031.115 soros de mulheres grávidas, 21, 8% de soronegatividade. A
faixa etária das mulheres grávidas que apresentou a menor suscetibilidade (3, 1%)
ficou entre 25 − 29 anos, devendo estas baixas taxas à implementação de vacinas
no peŕıodo pós-natal para as mulheres que não tinham sido vacinadas no peŕıodo
escolar. Durante o peŕıodo de estudo foram, também, realizados testes sorológicos
AVR em 237.974 soros de mulheres não grávidas, que iriam se submeter à vacinação,
encontrando-se 18, 1% de suscetibilidade.

A preocupação com o aumento do número de mulheres soronegativas e, como
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conseqüência, um incremento na possibilidade do nascimento de crianças com a
SRC, fez com que muitos autores alertassem para a necessidade de um rastreamento
sorológico das adolescentes no pré-natal, a despeito de terem tido rubéola ou terem
sido vacinadas, bem como o seguimento de mulheres com t́ıtulos baixos durante
toda a gestação [36] [46] [74].

Em estudo semelhante ao nosso, Massoud [45], em 1991 na Arábia Saudita,
estudou 182 amostras do sangue da mãe e do recém-nascido contra o rubiv́ırus,
pelo método ELISA; encontrou 15, 4% de soronegatividade ao IgG. O autor faz
referências a outros trabalhos realizados em seu páıs, cuja faixa de soronegatividade
em mulheres variou de 4, 2 a 29%. Nakao [53], utilizando-se do método da inibição
da hemaglutinação em 1993, encontrou, na cidade de Bauru, São Paulo, durante o
ano de 1987, média de 9, 7% (7, 4 a 12%) de soronegatividade entre 689 gestantes
estudadas, sendo que 84, 8% das mulheres suscet́ıveis encontravam-se entre 15− 29
anos, a mesma faixa das mulheres suscet́ıveis que nós encontramos.

Os baixos valores de soronegatividade encontrados nas parturientes da amostra
estudada talvez possam indicar uma alta circulação do v́ırus selvagem na comu-
nidade, onde os casos de rubéola apareceriam em faixas etárias mais jovens. A
imunidade após a rubéola é duradoura, e se tem demostrado a persistência de an-
ticorpos, em peŕıodo acima de trinta anos, produzidos pela doença. Azevedo Neto
et al. [6] determinaram, na comunidade em estudo, a idade média de aquisição da
rubéola, que se situa em torno de 7 anos e 4 meses, cujo valor está de acordo com
os trabalhos epidemiológicos em populações não vacinadas.

Atualmente, é consenso que a aquisição da imunidade passiva do feto é mediada
no útero pela placenta, que transporta IgG da mãe para o feto. Os estudos do
intercâmbio materno–fetal em relação aos anticorpos espećıficos são escassos na
literatura médica, principalmente em relação à rubéola, ocorrendo maior número
de publicações com outras doenças como o sarampo e malária [10] [21] [26] [38] [42]
[51]. Portanto, os dados obtidos e analisados aqui são de grande importância.

O nosso estudo, em uma amostra de IgG–AVR em 39 pares M–RN, mostra que
existe uma diferença estat́ıstica entre as concentrações da mãe e do recém-nascido,
havendo uma maior concentração neste último. Sugere-se, assim, a existência de
um transporte ativo pela placenta de IgG contra o v́ırus da rubéola. Pelo método
da análise de variância univariada com um fator, determinamos que o valor cŕıtico
máximo para ocorrer transporte ativo situa-se em torno de 128 U.I./ml, sendo que,
abaixo deste valor, haveria um incremento nos recém-nascidos devido ao transporte
ativo. Entretanto, acima daquele valor, o transporte ativo não afetaria na con-
centraç ão entre recém-nascidos, pois o fluxo pelo transporte passivo seria grande,
como evidenciado pela ausência de diferença estat́ıstica nas concentrações entre
pares M–RN. Neste sentido, Gitlin [31], em 1974, estabeleceu que, quando os ńıveis
maternos de imunoglobulinas totais (Ig) não-espećıficas para a rubéola aumentassem
até cerca de 200 mg%, haveria um rápido incremento no seu transporte transpla-
centário; quando aumentassem até 800 mg%, decresceriam os valores transportados
e, quando as cifras aumentassem acima de 800 mg%, os ńıveis de Ig eram propor-
cionais aos ńıveis maternos.

Martelli e Stangalini [43], em um estudo sorológico de AVR em 1971, pelo método
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da imunodifusão simples radial, encontraram maiores t́ıtulos de concentrações de
anticorpos no sangue do cordão que no sangue materno. Sato et al. [63] estudaram
28 amostras de pares M–RN em 1979, encontrando t́ıtulos de anticorpos ao v́ırus
do sarampo, caxumba e rubeóla maiores no sangue do cordão do recém-nascido que
na mãe, sendo que a proporção média no sangue do cordão do RN–M para rubeóla
era de 1, 2± 1, 0.

A correlação negativa significativa existente em nossa amostragem, de 39 pares
M–RN, entre a IgG cordão–mãe para o IgG materno (y = 209, 47 − 77, 72x, com
intercepto em x = 2, 70) mostra que, para as taxas elevadas de IgG materno, a
taxa de IgG do cordão–mãe é inferior às das mães, apontando para a validade da
hipótese de Brambell sobre a passagem de IgG. A hipótese postula que os números
de receptores placentários para IgG são os limitantes para a transferência pela
placenta [14]. Michaux [49], estudando uma amostra de pares RN–M da população
de mães súıças em 1966, encontrou concentrações médias de IgG total mais baixas
(10, 67±0, 28 mg/ml) no sangue destas do que nas mães negras bantus (19, 86±0, 41
mg/ml). Os ńıveis séricos no sangue do cordão dos recém-nascidos mostraram-se
mais elevados nas mães súıças.

É consenso da literatura que há na placenta receptores espećıficos para diversas
protéınas transportadas, e a transferência de protéınas faz-se de maneira altamente
seletiva, requerendo uma certa disponibilidade de receptores placentários, estando
mais relacionada com a configuração molecular do que com o tamanho molecular.
A região Fc da molécula de IgG é o elemento funcional de reconhecimento espećıfico
neste processo [11] [13] [29] [30] [42]. A IgG encontrada no cordão do recém-nascido
é praticamente, na sua totalidade, de origem materna, embora haja pequenos traços
endógenos de śıntese de IgG. A IgG pode ser identificada como materna pela estru-
tura antigênica e ausência de marcadores alot́ıpicos paternos (tipo Gm).

A transferência seletiva de IgG da circulação materna para o feto tem sido
demonstrada “in vivo”, usando protéınas marcadas com radioisótopos [27]; “in vi-
tro”, usando perfusão da placenta [56] e ńıveis de Ig no sangue do cordão [28].
Embora exista uma boa passagem seletiva pela placenta de anticorpos maternos do
rubiv́ırus (IgG1 e IgG3) para o recém-nascido, principalmente no último trimestre
da gravidez, o seu rápido decréscimo durante o primeiro mês de vida, os mecanis-
mos de como se processa esta passagem e a relação quantitativa da IgG entre mãe
e recém-nascido são assuntos complexos e controvertidos [11] [40] [62].

Gitlin [29], em 1971, refere-se à existência de dois mecanismos que medeiam a
passagem transplacentária de IgG. O primeiro mecanismo é de ordem cinética, ou
seja, a simples transferência passiva na qual o ńıvel fetal é proporcional às concen-
trações de IgG materna. O segundo mecanismo está relacionado com um processo
ativo enzimático no qual a IgG é transferida, ativamente, da mãe para o feto, que,
direta ou indiretamente, pode ser inibido pelas altas concentrações de IgG no soro
materno. Para baixas concentrações maternas, o sistema é ativado e, proporcional-
mente, mais IgG é transferida da mãe para o feto. No caso inverso, haveria uma
inibição do processo com conseqüente decréscimo da passagem de IgG.

Barr et al. [8], em 1949, encontraram t́ıtulos séricos mais elevados de antito-
xina diftérica no cordão umbilical de recém-nascido que no soro materno. Wiener
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[70], em 1951 estudando t́ıtulos séricos de recém-nascido com eritroblastose fetal,
encontrou valores próximos aos t́ıtulos maternos de anticorpos anti-Rh de mães sen-
sibilizadas. Kohler et al. [40], em 1966, encontraram t́ıtulos em média 1, 2 vezes
maior de IgG no sangue do cordão que na mãe, apontando, assim, para um trans-
porte ativo transplacentário. Toivanen et al. [68], em 1968, encontraram t́ıtulos
de anticorpos no soro de cordão de recém-nascidos significativamente mais elevados
(ocasionalmente de quatro a oito vezes) que nos t́ıtulos maternos em seis dos nove
v́ırus estudados. Os anticorpos que tiveram um aumento nas concentrações dos
recém-nascidos inclúıram sarampo, influenza A, adenov́ırus, influenza 1 e 2 e her-
pesv́ırus. O anticorpo contra a rubéola não fez parte deste estudo. Logie [42], em
um estudo realizado em três páıses da África em 1973, encontrou resultados semel-
hantes, reforçando a hipótese do transporte ativo proposto por ele e por Gitlin
[29].

Black et al. [10], em 1986 em um estudo multicêntrico envolvendo cinco comu-
nidades, África do Sul e New Haven – EUA (nestes dois locais, os nascidos antes e
no ano de 1957 e nascidos após 1958), ı́ndia e Taiwan, sobre a variação geográfica
da perda de anticorpos maternos anti-sarampo e a prevalência de anticorpos anti-
rubéola, demonstraram que os t́ıtulos de anticorpos anti-sarampo nos pares M–RN
apresentaram uma diferença dos t́ıtulos maternos em relação ao cordão de 0, 26 a
0, 74 vezes a favor da concentração do recém-nascido nas quatro primeiras comu-
nidades, enquanto em Taiwan houve uma diferença negativa de 0, 52. Atribúıram
esta diferença devido a um eficiente transporte de IgG. Não foi estudada nestes
pares a correlação de IgG–AVR entre mãe e recém-nascido.

Gendrel et al. [26], em 1988, encontraram resultados semelhantes em amostras
pareadas M–RN de IgG anti-sarampo em três tipos diferentes de populações: mães
parisienses, mães africanas do Gabão e mães deste páıs que residiam em Paris.
Encontraram uma correlação negativa significativa entre a relação IgG cordão–mãe
versus IgG materna nas mães africanas (y = 40, 2− 20, 5x, com intercepto em x =
1, 96) como nas mães parisienses (y = 14, 2−3, 6x, com intercepto em x = 3, 94). Os
valores médios de IgG no sangue do cordão dos recém-nascidos das mães parisienses
eram 1, 34 vezes maiores que nas das mães africanas, lançando a hipótese de que
esta diferença se deve ao elevado est́ımulo antigênico a que estão submetidas as
mães africanas. Por viverem em área de alta endemicidade para doenças infecto–
contagiosas, como a malária, as mães africanas têm os seus receptores placentários
ocupados por outros ant́ıgenos, o que poderia diminuir a passagem dos anticorpos
anti-sarampo para o recém-nascido. Os autores acreditam que se trata de um
fenômeno relacionado às caracteŕısticas do meio-ambiente e não étnico, pois as mães
do Gabão que residem em Paris têm o mesmo comportamento sorológico que as mães
parisienses.

Apesar de não termos encontrado dados na literatura quanto à passagem transpla-
centária de anticorpos contra a rubéola nos últimos 25 anos, os estudos realizados
com outros tipos de v́ırus reforçam nossos resultados observados, fortalecendo a
hipótese da existência de um mecanismo ativo de transporte de anticorpos entre a
M–RN, pelo menos no que se refere à população estudada.

A meia vida da concentração sérica IgG–AVR foi estabelecida, levando-se em



28 Passos e Yang

consideração as distribuições etárias mensais, calculando-se a idade decimal de cada
criança em função do dia da coleta do material. O decaimento de anticorpos AVR
pelo método da regressão linear (dados transformados por logaritmo) estimou uma
meia vida de 1, 64 meses (49 dias), o que determinou o desaparecimento prati-
camente total dos anticorpos em torno dos 6, 03 (181 dias) meses. Pelo ajuste
de máxima verossimilhança (dados transformados em frações menores que um),
demonstrou-se uma meia vida de 1, 25 meses (37, 5 dias), e correspondente desa-
parecimento quase total aos 3, 45 meses (103 dias).

As curvas observadas por ambos os métodos mostram uma queda drástica dos
AVR nos primeiros meses, seguida de um decaimento mensal, conseqüente à perda
dos anticorpos recebidos de mães que haviam tido contato com o v́ırus da rubéola.
Estes dados permitem concluir que o desaparecimento dos AVR, pelo método imu-
noenzimático, esteja situado entre 4 e 6 meses, idade a partir da qual podeŕıamos
aplicar a vacina contra a rubéola, o que não conflita com os dados da literatura
[4] [55]. Por motivo de maior segurança, o melhor momento seria o valor supe-
rior deste intervalo, 6 meses, o que possibilitaria uma imunização quase total das
crianças. Os dados de soroconversão mostram que a partir do 6o mês ocorrem soro-
conversão vacinal na quase totalidade das crianças. Informações precisas de como
ocorre o decĺınio pós-natal dos AVR são importantes, pois os anticorpos maternos
na infância promovem proteção contra as infeções que, por sua vez, podem afetar a
eficácia da vacinação, especialmente aquelas referentes às vacinas de v́ırus vivos e ser
um fator na patogênese de certas infeções virais, segundo as publicações dispońıveis
na literatura [2] [4] [11] [10] [19] [69].

O desaparecimento da imunidade é reflexo do catabolismo de IgG, estando a
vida média (valor superior que a meia vida, usada neste trabalho) influenciada por
diferentes fatores como a nutrição materna, ńıveis séricos iniciais da concentração
IgG materna, números de receptores placentários livres, idade gestacional do recém-
nascido, peso ao nascimento, renda per capita, diferenças geográficas e fatores do
meio ambiente [10] [13] [14] [19] [26] [42]. Embora muitos estudos da cinética do
catabolismo de anticorpos tenham sido realizados em adultos, é sabido que a vida
média dos anticorpos em crianças normais é de 20 − 40 dias, enquanto crianças
portadoras de agamaglobulinemia, que receberam, passivamente, gamaglobulina,
tiveram uma vida média de 50− 60 dias [19] [70].

Enders-Ruckle [24], em 1985 utilizando-se da I.H., encontrou um decréscimo de
anticorpo AVR de origem materna durante o primeiro ano, caindo de 90% na idade
de 0 a 2 meses para 16% na de 9 a 11 meses. Em 1989, Hossain [37] realizou um
estudo soroepidemiológico contra o v́ırus da rubéola na Arábia Saudita, através
de método ELISA, em uma população estratificada por idade de 0 a 35 anos, e
encontrou 100% de soropositividade nas crianças de 0 a 6 meses, seguido por uma
queda de 39, 3% no peŕıodo de 7−12 meses, demonstrando a perda gradual de AVR,
sendo que as mais baixas concentrações foram obtidas na faixa de 13− 18 meses.
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5. Conclusão

Os estudos estat́ısticos e os valores estimados da amostra de sangue coletada no
Brasil permitem concluir que:

1. Há uma diferença significativa entre as concentrações de anticorpos antiv́ırus
da rubéola entre as mães e os recém-nascidos. Este achado corrobora com
a existência de um transporte ativo transplacentário, que favoreceria uma
concentração de anticorpos proporcionalmente maior nos recém-nascidos de
mães com t́ıtulo de anticorpos abaixo do ńıvel cŕıtico, que se situa entre os
valores 127, 5 e 128, 8 U.I./ml.

2. Mais de 90% das crianças, no nascimento, possuem anticorpos anti-rubiv́ırus.
Entretanto, observa-se um decaimento rápido da concentração de anticorpos
maternos logo nos primeiros meses de vida. Considerando, também, a sorocon-
versão vacinal, conjectura-se que a vacina contra a rubéola pode ser aplicada
em crianças na idade de 6 meses.

3. Novos estudos devem ser realizados para podermos responder questões práticas
sobre a prevenção por vacina em mulheres grávidas a fim de reduzir as sérias
infeções neonatais.

Abstract. Rubella is a very important public health problem in Brazil. Serological
surveys are the unique available information for the development of immunization
programs. In order to establish the serological anti-rubivirus profile, the age depen-
dent seroconversion rates and the relationship between the antibodies concentration
of the pair mother [M ] and newborn [RN ], a prospective study, were carried out in
Caieiras, a small town in the outskirts of São Paulo City, Brazil, from November 18,
1990 to January 18, 1991. A quantitative ELISA was used to determine the anti-
bodies concentration against the rubivirus in 244 children comprised on 0− 2 years
of age, as well as in 39 pairs M and RN. The seroconversion study was done with
196 children from the sample. More than 90% of children in this community born
with antibodies against rubivirus, with a fast decaying in the first semester of life
(complete decaying from 3.45 to 6.03 months). Age dependent maternal antibody
decaying study was done by fitting data using maximum likelihood method. The
vaccine seroconversion was found to be 50% at 3.53 months and 93.1% at 9 months
of age, which is greater than 80% from the fifth month onwards. The M and RN
pairs were analyzed by simple linear regression, non-parametric sign test, one and
two way analysis of variance and analysis in pairs. With respect to the analysis
of the pairs M and RN, linear regression showed the relation [RN ] = 1.084 × [M ]
and the signs test indicated a significant difference between pairs. The analysis of
variance showed that a critical maximum concentration for M, [M ], is located on
the range 127.5 < [M ] < 128.8 I.U./ml. The observation of a significant difference
between pairs M and RN suggests an active antibody transplacental transport when
[M ] is below 127.5 I.U./ml.
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Resumo. O estudo e a compreensão do sistema imunológico foram fortemente im-
pulsionados nas duas últimas décadas como parte essencial do esforço de pesquisa
sobre a AIDS. O conhecimento resultante, todavia, deverá ter um impacto muito
mais abrangente, em particular e de modo especial, no aperfeiçoamento das es-
tratégias de tratamento e prevenção das doenças infecciosas classicamente estu-
dadas pela epidemiologia. Uma pergunta é naturalmente posta: pode a matemática
colaborar de alguma forma para este avanço? As pesquisas em imunologia poderão
tirar muitas vantagens desta interação com a matemática, ainda que a matemática
não possa resolver diretamente todos os problemas da imunologia. Modelos e simu-
lações de aspectos e comportamentos particulares do sistema imunológico poderão
reduzir a grande quantidade de experimentos terapêuticos e darem suporte para
o progresso da imunologia teórica. Assim, este trabalho tem por objetivo pro-
mover uma ampla discussão acerca da contribuição da matemática para o avanço
da imunologia, através da elaboração de uma śıntese dos modelos matemáticos
descritos na literatura, acompanhada de uma análise de aspectos matemáticos e
fisiológicos de cada um deles, e um modelo simples que propomos neste sentido.

1. Introdução

A Imunologia é definida, no dicionário Houaiss da Ĺıngua Portuguesa, como espe-
cialidade biomédica que estuda o conjunto dos mecanismos de defesa do organismo
contra ant́ıgenos (qualquer substância capaz de induzir uma resposta imunológica).
Além de estudar a natureza e a prevenção de doenças, esta modalidade biomédica

1sbarrozo@fc.unesp.br
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também busca tratar o câncer e outras doenças que resultam da falha ou mau
funcionamento da resposta imunológica (RI), as imunopatologias.

O conjunto das células e substâncias responsáveis pela defesa do organismo, bem
como suas respectivas ações, é denominado sistema imunológico (SI). O sistema
imunológico dos seres mais complexos, onde está inclúıda a classe dos mamı́feros,
caracteriza-se por ser um sistema especializado, descentralizado e inteligente. A
especialização diz respeito ao fato de que durante toda a nossa existência somos
submetidos à invasão dos mais diversos tipos de patógenos, cada um deles com
sua forma espećıfica de invasão, despistamento e reprodução. Além dos ataques
externos, nosso organismo está constantemente produzindo células canceŕıgenas, as
quais também devem ser eliminadas. O SI humano deve ser capaz de debelar todas
essas ações, possuindo elementos e ações adequadas para responder diferentes tipos
de agressões. Outra caracteŕıstica é ser um sistema de ação descentralizado. Na
RI não se observa a ação de um gerenciador central que determina as suas várias
etapas, ou seja, ela se encontra efetivada em diversos pontos do organismo, como nos
órgãos linfáticos periféricos estrategicamente alocados nas várias portas de entrada
utilizadas pelos invasores, onde cada um promovendo uma resposta imunológica
completa consegue uma resposta rápida à invasão. Muitas vezes, a diferença entre
a sobrevivência e a morte encontra-se na rapidez com que um invasor é debelado. A
memória imunológica permite que o SI responda com maior rapidez a um invasor,
uma vez que já se tenha tido contato com o mesmo. Essa peculiaridade baseia-se
no fato de que, uma vez devidamente exposto a um dado patógeno, o SI tem a
capacidade de guardar entre seus milhares de linfócitos (divididos em dois grupos,
células B, produzidas na medula óssea, e T, produzidas no timo) alguma adaptação
direcionada àquele invasor. Temos então o que se convencionou denominar sistema
inteligente.

Um outro aspecto relevante da RI diz respeito às doenças conhecidas como auto-
imunes, ou seja, doenças onde o SI responde a ant́ıgenos do próprio organismo. Sus-
cintamente, o auto-reconhecimento não é geneticamente determinado, mas resulta
de um aprendizado das células do SI durante o estágio embrionário do organismo.
Influências genéticas e/ou gatilhos ambientais podem quebrar a regra imunológica
usual, e então as células B e T passam a responder contra ant́ıgenos do próprio
corpo. Temos uma série de doenças com esta caracteŕıstica: anemia hemoĺıtica
(anticorpos atacam as células vermelhas do sangue), miastenia grave (anticorpos
atacam uma protéına vital para que as células musculares recebam sinais dos ner-
vos), diabetes dependente de insulina (as células T destroem a insulina produzida
pelo pâncreas) e esclerose múltipla (as células T atacam o isolamento das fibras
nervosas no cérebro e na medula dorsal). Na maioria das vezes, os tratamentos de
doenças auto-imunes fazem uso de drogas imunodepressoras. O problema de tal
tratamento é que ele suprime também a resposta imunológica desejada (por exem-
plo, contra patógenos), causando ao paciente uma série de infecções oportunistas
que podem mesmo levá-lo à morte.

No caso do câncer, o ataque do SI a células do próprio corpo pode ter um efeito
benéfico. Uma teoria controversa, enunciada por Lewis Thomas, pleiteava que o
dever primário do constante patrulhamento dos linfócitos seria eliminar células pré-
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cancerosas. É preciso lembrar que cânceres droga-associados resultam de outros
mecanismos que não a imunossupressão. Contudo, em experimentos com ratos foi
notado que embora cânceres provocados por viroses ou substâncias canceŕıgenas
provoquem forte resposta imunológica, cânceres espontâneos provocam pouca ou
nenhuma resposta imunológica.

Outro caso diverso, em que a ação do sistema imunológico é essencial, diz res-
peito à rejeição aos transplantes. Nesse caso, o SI, ao reconhecer um tecido e/ou
órgão estranho, desencadeia uma série de reações, que muitas vezes resulta em um
mau desfecho da intervenção. Neste caso temos também o uso de drogas imunode-
pressoras com seus efeitos colaterais.

A composição e o funcionamento do sistema imunológico envolvem grande com-
plexidade e sofisticação, integrando continuamente vários tipos de células com um
objetivo espećıfico e comum. O sistema imunológico é dividido em dois sistemas
principais: o primeiro é o sistema imunológico inato – inato no sentido de que
o corpo nasce com a habilidade de reconhecer certos micróbios imediatamente e
destrui-los –, e o segundo é o sistema imunológico adaptativo, no qual os anticor-
pos ocupam um papel fundamental. Nosso sistema imunológico inato pode destruir
muitos patógenos no primeiro encontro, porém a imunidade inata não pode proteger
contra todas as infecções. Aqueles micróbios que se desenvolvem muito rapidamente
não podem ser combatidas unicamente pelas defesas inatas do organismo, as quais,
comparativamente, desenvolvem-se lentamente. O sistema imunológico adaptativo
habilita o organismo a reconhecer e a responder contra qualquer tipo de micróbio,
mesmo que nunca tenha tido contato prévio. Este sistema compreende dois tipos de
respostas: uma, dita imunidade humoral e a outra, imunidade celular. A primeira
ocorre através da ação de anticorpos, os quais são produzidos por linfócitos deno-
minados células B, as quais são formadas na medula óssea (bone marrow) e é par-
ticularmente importante no combate a patógenos circulantes na corrente sangǘınea.
A segunda envolve linfócitos que se originam no timo e por isso são chamados de
células T. Estas são divididas em dois tipos, as células T–CD4 e T–CD8, estas
últimas sendo chamadas de células T citotóxicas por destruirem células infectadas.
As células T citotóxicas são fundamentais para combater infecções virais.

Vemos que, desde a sua formação, constituição e especialização, até a sua
maneira de atuar, o SI possui diferentes peculiaridades e muitas delas pasśıveis de
serem modeladas matematicamente. O estudo de modelos matemáticos que procu-
ram explicar algum aspecto do funcionamento do SI, ou ressaltar algum compor-
tamento, o qual pode não ser observado claramente em experimentos, pode trazer
grande benef́ıcio à própria imunologia. Além disso, tal estudo pode ser interessante
quando pensamos na sua influência em outros ramos da ciência médica, como por
exemplo, a Epidemiologia (que estuda os diferentes fatores que intervêm na difusão
e propagação de doenças, sua freqüência, seu modo de distribuição, sua evolução e
a colocação dos meios necessários para a sua prevenção).

Com o intuito de contribuir na investigação deste complexo sistema e das pos-
sibilidades de sua compreensão através da modelagem, apresentaremos uma in-
trodução biológica da composição do sistema imunológico a fim de facilitar sua com-
preensão. Em seguida, apresentamos uma breve revisão de modelos matemáticos
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encontrados na literatura que tratam do estudo do sistema imunológico, em espe-
cial, adaptativo. Posteriormente, apresentamos e discutimos um modelo que trata
a resposta imunológica mediada por células, apresentando a dinâmica de produção
de anticorpos mediante a presença de um determinado ant́ıgeno. Finalmente, apre-
sentamos algumas conclusões.

2. Biologia do sistema imunológico

A resposta imunológica se divide em dois tipos: a resposta inata e a adaptativa.
A resposta imunológica inata (RII) é basicamente efetivada pelos fagócitos e

pelo sistema de complementos, que é uma classe de protéınas constituindo em um
importante componente desta resposta. Seu nome vem da habilidade que possui
em assistir ou complementar a atividade dos anticorpos no combate às infecções.
A atividade dos complementos pode se dar de três maneiras: (a) um tipo de com-
plemento, chamado C3, pode-se ligar a quaisquer protéınas, tais como aquelas das
bactérias. Ocorrendo isto, a molécula C3 estimula outras moléculas de complemen-
tos para se ligarem à bactéria e destrui-la; (b) algumas bactérias são protegidas
por uma cápsula de açúcar, os polissacaŕıdeos. Estas cápsulas impedem a ação
direta dos complementos sobre a bactéria. Os macrófagos, ao encontrarem estas
bactérias, podem produzir interleucina-6, que é carregado pela corrente sangǘınea
até o f́ıgado. O interleucina-6 instrui o f́ıgado a produzir uma nova protéına que se
liga a reśıduos de açúcares chamada manose. A seguir, estas protéınas, ligadas às
manoses, ligam-se à bactéria, resultando na mudança de forma para poder ativar os
complementos, os quais se ligam à bactéria; e (c) as células B são ativadas quando
encontram uma bactéria e são estimuladas, pelas células T–CD4 auxiliadoras, a se
proliferarem e produzirem anticorpos. Estes anticorpos se ligam à bactéria e ati-
vam uma protéına de complemento chamada C1q, que ativa outras moléculas de
complemento, as quais se ligam à bactéria. Em todos estes casos, os complementos
podem matar as bactérias ou recrutar outras células do sistema imunológico, tais
como macrófagos, para destrui-las. Ao contrário dos micróbios, nossas células são
equipadas com protéınas que desativam os complementos, evitando, assim, o auto-
ataque. A imunidade inata é inespećıfica no sentido em que todos os componentes
da mesma categoria são capazes de reconhecer o mesmo ant́ıgeno, e não produz
memória imumológica.

A resposta imunológica adaptativa (RIA) é efetivada pelos linfócitos B e T, e é
espećıfica no sentido de que cada célula possui um receptor capaz de reconhecer um
único ant́ıgeno. Além disso, uma vez convenientemente estimulada, produz memória
imunológica. Esta resposta divide-se em dois tipos: resposta imunológica humoral
e resposta imunológica célula-mediada ou celular. A reposta imunológica humoral
tem por base a ação das células B na produção de anticorpos e tem atuação eficaz
contra invasores que vivem fora das células, no sangue ou em fluidos circundando
as células. Os anticorpos são os produtos ant́ıgeno-espećıficos das células B, e sua
produção na resposta contra infecções é a principal contribuição dos linfócitos B para
a RIA. Coletivamente, os anticorpos formam uma famı́lia de protéınas plasmáticas,
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conhecidas como imunoglobulinas, e sua ação efetora ocorre quando os mesmos
atam-se ao patógeno, impedindo que ele, por exemplo, seja capaz de invadir uma
célula, ou servindo como um sinalizador para a ação do sistema de complementos
na sua eliminação. Também podem atar-se às toxinas produzidas pelo patógeno,
impedindo que elas afetem o hospedeiro. No entanto, são ineficazes contra patógenos
intra-celulares, uma vez que seus componentes não são lipossolúveis, estando assim
impedidos de penetrar nas células.

A resposta imunológica célula-mediada (qualquer RIA na qual as células T
ant́ıgeno-espećıficas desempenham um papel principal) age basicamente contra in-
vasores intra-celulares e ocorre em duas etapas. Na primeira etapa faz-se necessário
que o sistema imunológico reconheça a presença da infecção em uma determinada
célula. Na segunda etapa, ocorre a mobilização para a contenção e posterior eli-
minação do agente patogênico. Os principais agentes deste tipo de resposta são
as células T auxiliares (ou T–CD4) e as células T citotóxicas (ou T–CD8). En-
tre as auxiliares, dois tipos se distinguem, as puramente auxiliares, ou Th2, e as
inflamatórias, ou Th1. As células do tipo Th1 são eficazes contra alguns tipos de
bactérias (Mycobacterium tuberculosis, agente etiológico da tuberculose, M. leprae,
causador da lepra, etc.), as quais crescem nas veśıculas dos macrófagos e não podem
ser eliminadas pelos lisossomas do mesmo. Neste caso, as Th1 funcionam como um
disparador da ação efetora, ativando mecanismos de eliminação da própria célula
infectada. Os linfócitos T citotóxicos, ou T–CD8, são eficientes contra os v́ırus.
Tais linfócitos reconhecem as células do organismo infectadas pelo v́ırus e eliminam
essas células antes que a replicação viral tenha se completado. O controle de in-
fecções virais através da eliminação da célula infectada é altamente vantajoso. Se a
intervenção for suficientemente rápida, as células infectadas podem ser destrúıdas
antes mesmo que as part́ıculas virais dentro delas sejam capazes de se reorgani-
zarem completamente. Nessa fase, qualquer part́ıcula do v́ırus que porventura seja
liberada, não será capaz de infectar novas células, cessando a infecção antes mesmo
que ela se propague.

Finalmente, as células Th2 atuam na eliminação de agentes extracelulares medi-
ante a ativação dos linfócitos B. É importante ressaltar que apenas alguns ant́ıgenos
dotados de propriedades particulares são capazes de ativar diretamente os linfócitos
B. Na maioria das vezes, faz-se necessário um segundo sinal emitido pelas células
Th2 para que as células B multipliquem e se diferenciem em células capazes de secre-
tar anticorpos. Sendo assim, a ação da células Th2 é quase sempre essencial para
que se desencadeie a resposta imunológica efetivada pelos linfócitos B. Passemos
então a descrever uma ação completa do SI envolvendo a interação entre linfócitos
B e Th2.

Um organismo ao invadir o corpo do hospedeiro pode-se deparar inicialmente
com a primeira linha de defesa, o SI inato. Se seu ant́ıgeno é de alguma forma atado
pelos receptores de um macrófago, este o engolfa e elimina. Alternativamente, o
invasor pode estimular o sistema de complementos, e essa ligação dá ińıcio a uma
série de liberação de substâncias que perfuram a membrana liṕıdica do patógeno
levando-o a morte, ou então sinalizar o alvo que deve ser eliminado pelos fagócitos.
Por fim, o patógeno pode possuir uma membrana que neutraliza a ação do sistema de
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complementos e impossibilita os fagócitos de reconhecê-lo como estranho ao corpo.
Quando isso ocorre, a ação da linha de defesa constitúıda pelas células B é iniciada.

Um ant́ıgeno circulando pela corrente sangǘınea é capturado por células do SI
chamadas apresentadoras de ant́ıgeno, cujas principais são as dentŕıticas (as células
B também conseguem capturá-lo, porém em menor escala). Estas células apresen-
tam o ant́ıgeno à uma célula T–CD4, que possui um mecanismo de checagem para
verificar se o ant́ıgeno é mesmo um corpo estranho. Uma vez confirmada, a célula
T se diferencia em Th1 ou Th2, conforme as caracteŕısticas do ant́ıgeno. No caso de
ant́ıgenos que necessitam de anticorpos para sua destruição, a célula T diferencia-se
em Th2, e se torna ativada. Concomitantemente, uma célula B que depara também
com este ant́ıgeno, vai capturá-lo. Esse ant́ıgeno é internalizado e sofre proces-
sos qúımicos de modo a ser cindido em fragmentos pept́ıdicos. Esses fragmentos
pept́ıdicos são atados pelas moléculas transportadoras MHC-II e exibidos na su-
perf́ıcie celular de B, que passa a ser chamada B apresentadora de ant́ıgeno. Neste
tempo é produzida no interior da célula B que internalizou o ant́ıgeno, a protéına
B7, que também é exibida na superf́ıcie da membrana celular de B. Uma célula
Th2 ativada pelo mesmo ant́ıgeno liga-se então ao complexo MHC-II – fragmento
pept́ıdico e seu receptor CD28 ligado a B7. Essa dupla sinalização faz com que
a célula Th2 libere substâncias que estimulam a célula B ant́ıgeno-espećıfica a se
dividir e produzir anticorpos. Seus clones não necessitam de estimulação e pro-
duzem o mesmo tipo de anticorpo que aquele da célula B que deu origem a eles.
Todas essas células são efetoras, com exceção de algumas delas que são chamadas
de células-memória (constituindo, após isso, em uma parte da memória do sistema
adaptativo, e na possibilidade de uma posterior invasão pelo mesmo patógeno, a res-
posta imunológica dar-se-á de maneira mais eficiente e rápida). As células-memória
não são efetoras. Uma vez que os anticorpos espećıficos livres sejam produzidos,
estes atam-se ao ant́ıgeno do patógeno sinalizando aos sistemas de complementos e
fagocitário qual o alvo que deve ser eliminado.

Um aspecto interessante da resposta imunológica adaptativa diz respeito à ne-
cessidade de um duplo sinal para que ela se efetive. Como uma resposta errada
pode causar danos ao próprio hospedeiro (no caso, a ação pode ser contra alguma
célula sadia ou substância própria, também sadia), sempre se faz necessária a ação
conjunta de dois sinais para que a resposta imunológica adaptativa entre em ação.

3. Estado-de-arte da modelagem matemática

Muitos modelos matemáticos têm sido propostos e estudados com o intuito de con-
tribuir na investigação do funcionamento do sistema imunológico. Será dado aqui
um enfoque especial àqueles que descrevem o sistema imunológico adaptativo, com
ênfase na interação entre os linfócitos B e T e a produção de anticorpos. Dentre
estes, terão prioridades aqueles que usam equações diferenciais ordinárias (EDO)
para descrevê-los, embora uma grande quantidade de modelos possam ser encon-
trados utilizando equações diferenciais parciais, processos estocásticos, autômatos
celulares, redes, etc. Alan S. Perelson e colaboradores têm estudado uma grande
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quantidade de modelos utilizando EDO, que vêm sendo publicados desde a década
de 70 até os dias de hoje. Outros pesquisadores também têm se dedicado a este
assunto. Assim, descreveremos aqui aqueles que julgamos mais relevantes para
subsidiar os trabalhos futuros que venham a ser desenvolvidos nesta direção.

Em 1976, Perelson, Mirmirani e Oster desenvolveram um trabalho sobre es-
tratégias ótimas em imunologia, que foi dividido em duas partes: o primeiro trata-se
da diferenciação e proliferação das células B [17], enquanto o segundo, da produção
das células B de memória [18]. A questão central colocada no primeiro trabalho
era: qual a estratégia ótima dispońıvel ao sistema imunológico para responder a um
ataque antigênico? Para tentar responder a esta pergunta, elaboraram um modelo
baseado na presença de determinado ant́ıgeno que estimula uma sub-população de
linfócitos B em repouso a se diferenciar em linfócitos grandes, os quais se prolife-
ram e começam a produzir anticorpos. Enquanto estão proliferando, os linfócitos
podem produzir anticorpos, porém a uma taxa pequena, sendo que a maioria do
aparato celular é dedicado à replicação. Todavia, um linfócito grande pode também
se diferenciar em uma célula plasma, que é capaz de produzir anticorpos em uma
taxa substancialmente grande, embora se divida em uma taxa muito pequena. A
pergunta que surge é: qual a melhor estratégia para eliminar o ant́ıgeno o mais
rápido posśıvel? Este trabalho procurou encontrar um tempo ótimo de proliferação,
seguido de diferenciação. Para isso, valeu-se de métodos da teoria de controle ótimo,
em particular, o prinćıpio do máximo de Pontryagin, para encontrar a estratégia
ótima. No segundo trabalho estudaram a introdução das células de memória dos
linfócitos B ao modelo anteriormente analisado. Foi assumido que os ant́ıgenos
acionam uma sub-população de linfócitos B e estes linfócitos podem, ou se proli-
ferarem e produzirem uma quantidade modesta de anticorpos, ou se diferenciarem
em células plasma não diviśıveis, as quais produzem uma grande quantidade de
anticorpos, ou se diferenciarem em células de memória, as quais não produzem
anticorpos.

Em 1993, Fishman e Perelson [9] apresentaram um modelo para a interação
das células T, em repouso, com células apresentadoras de ant́ıgenos (APC), que
resulta na ativação das células T. O modelo foi utilizado para examinar reações
de hipersensibilidade tipo retardadas (DTH), que são t́ıpicas de imunidade celu-
lar. Foi mostrado que as respostas podem ser de dois tipos: ou os ant́ıgenos são
completamente eliminados ou o sistema imunológico falha e o resultado é uma in-
fecção crônica. Compararam dois tipos de células apresentadoras de ant́ıgeno e
conclúıram que as células dentŕıticas são mais adequadas para estimular as células
T que os macrófagos. O modelo considerou que os ant́ıgenos, uma vez detectados
e processados pelas APC, são apresentados às células T (neste caso, as auxiliado-
ras CD4). Estas são ativadas e se expandem por um processo clonal. Nesta fase
recrutam, através de linfocinas, células fagocitárias e inflamatórias, que eliminam
ou isolam a fonte de estimulação antigênica. Para atacar o problema de escalas
presente em modelos como este (as reações de ativação e proliferação são da ordem
de 8–16 horas, enquanto que a vida média dos linfócitos T é da ordem de várias
semanas), o modelo foi adimensionalizado, tomando como unidade de tempo a vida
média dos linfócitos T. Com esta nova escala, as interações entre as células ativadas
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atingem um estado quase-estacionário, e esta suposição reduziu o modelo a um sis-
tema de EDO envolvendo apenas três variáveis adimensionais, que representam os
receptores sobre as APC, as células T e os ant́ıgenos. A quantificação da resposta
imunológica, representada pelas células T ativadas, foi obtida explicitamente em
função das variáveis do modelo. O sistema foi estudado em equiĺıbrio, possuindo
dois estados estacionários: um trivial (ausência de ant́ıgenos) e o outro represen-
tando um estado de co-existência, no qual os ant́ıgenos persistem diante da resposta
imunológica. Usando análise de estabilidade linear, mostraram que o equiĺıbrio tri-
vial é instável diante de uma pequena perturbação de ant́ıgenos, enquanto que o de
co-existência, é estável.

Em 1994, Fishman e Perelson [10] apresentaram um trabalho em que analisaram
a regulação cruzada (cross regulation), entre os subconjuntos de células auxiliado-
ras Th1 e Th2, durante a resposta imunológica. Fundamentaram suas hipóteses no
fato de que, quando um patógeno é encontrado, o organismo geralmente responde
ou com a resposta humoral (através da produção de anticorpos), ou com a resposta
célula-mediada (resposta DTH), porém, nunca com ambas. E a posśıvel razão pela
qual as respostas humoral e celular são mutuamente exclusivas é que, durante a res-
posta imunológica, as citocinas regulatórias do tipo interferon-γ (IFN-γ), que são
produzidas pelas células Th1, podem inibir a proliferação das células Th2, enquanto
que a produção de interleucina-10 (IL-10) pelas células Th2, inibem a produção de
citocinas pelas células Th1. Com isso, é de se esperar que uma delas domine a
outra. Baseado nisso, propuseram um modelo que considera as células apresenta-
doras de ant́ıgeno APC (células dentŕıticas, células B ou macrófagos), as células
Th1 e Th2 em repouso e ativadas, Th2 não proliferativas e Th1 não secretoras, e
a concentração de interferon-γ, interleucina-10 e de ant́ıgenos. O modelo foi adi-
mensionalizado nos moldes do anterior e, após todas as simplificações, culminou
em um sistema de EDO cujas variáveis adimensionais representam a concentração
de locais (receptores) sobre as APC (tanto locais ocupados quanto desocupados),
a população de células Th1 e Th2 em repouso e a concentração de ant́ıgenos. A
população de células Th1 e Th2 ativadas, a população de células Th2 inibidas de
proliferar e de células Th1 não secretoras são dadas em termos das variáveis do mo-
delo. O sistema apresentou quatro pontos de equiĺıbrio, representando a ausência
de ant́ıgeno, chamado trivial (E00), a ausência de células Th2 (E01), a ausência de
células Th1 (E10) e a co-existência de todas as variáveis (E11). O estudo da estabi-
lidade mostrou que E00 é instável independente dos parâmetros e que E01 é estável
na região de parâmetros onde E10 é instável e vice-versa. A região de estabilidade
foi determinada pelo parâmetro que mede a eficiência relativa entre a interação das
células Th1 e Th2 com as apresentadoras de ant́ıgenos, APC. Assim, se as células
Th2 interagem mais eficientemente com as APC, então a resposta é dominada por
elas, enquanto que a resposta é dominada por Th1 se sua eficiência de interação
for maior. Estudos numéricos mostraram que E11 é instável e bifurca de E01 para
E10, sendo que o parâmetro de bifurcação foi determinado explicitamente através
da análise da estabilidade de E01 e E10. Através da resolução numérica do sistema,
pôde-se simular sua ação em doenças auto-imunes e parasitárias, leishmaniose e
AIDS.
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Em 1996, Oprea e Perelson [15] estudaram um modelo que explorou os mecanis-
mos da resposta primária aos ant́ıgenos dependentes das células T, considerando a
produção de anticorpos. Foram analisados dois casos: um onde as células B, uma
vez ativadas, proliferam-se sob o controle de citocinas, sem nova interação direta
com células T ativadas e outro, assumindo que as células B, após se dividirem, re-
tornam ao estado de repouso e necessitam de um novo contato com as células T
ativadas para se dividirem novamente. Os resultados do primeiro caso foram bem
mais próximos aos obtidos em experimentos biológicos do que os resultados do se-
gundo caso. O modelo considerou o crescimento e diferenciação das células B em um
único foco de desenvolvimento da resposta primária (foi escolhido o baço) e, assim,
a concentração de células representava o número de células por foco. Não foi con-
siderada a ativação das células T através da apresentação de ant́ıgenos pelas células
B, uma vez que é pouco provável que isso ocorra, já que as células dentŕıticas, sendo
ant́ıgeno-não-espećıficas, estão presentes em um número muito maior que as células
B ant́ıgeno-espećıficas e, assim, podem encontrar as células T ant́ıgeno-espećıficas
muito mais freqüentemente. As células B podem contribuir significantemente para
a apresentação de ant́ıgenos às células T “experientes”, ou seja, aquelas que já ti-
veram contato com o ant́ıgeno através das células dentŕıticas. Quando as células T
ativadas interagem com as células B apresentadoras de ant́ıgeno, estas podem ser
ativadas. A concentração inicial de células dentŕıticas em um foco foi tomada como
função da dose de ant́ıgeno injetada, do número total de células dentŕıticas expostas
ao ant́ıgeno, e do número médio de focos no baço. Foi assumido que tanto as células
dentŕıticas apresentadoras de ant́ıgenos, quanto os ant́ıgenos em um foco, decaem
exponencialmente. Para a dinâmica das células, a exemplo dos modelos citados
anteriormente, foi considerado que cada célula dentŕıtica possui N locais onde as
células T podem se ligar, uma vez que uma única célula dentŕıtica pode ativar de
10 a 20 células T em um dia. O modelo foi representado por um conjunto de EDO,
acopladas de acordo com a interação entre as variáveis e considerando a dinâmica
das variáveis dos compartimentos acima, mais a dinâmica das células que migram
para outros focos, a concentração de anticorpos e também a ação das citocinas de-
sencadeadoras de todo o processo. Na dinâmica das células B foram consideradas
duas possibilidades. Dada a sua complexidade, o modelo foi estudado numerica-
mente, através da solução numérica das equações. Os resultados mostraram que no
caso em que as células B, uma vez ativadas, se proliferam sob o controle de citoci-
nas, sem nova interação direta com células T ativadas, os ńıveis de anticorpos e o
tamanho dos focos são similares aos observados em experimentos, enquanto que o
segundo caso, ou seja, assumindo que as células B, após se dividirem, retornam ao
estado de repouso e necessitam de um novo contato com as células T ativadas para
se dividirem novamente, o tamanho dos focos foi quatro vezes menor e os ńıveis
de anticorpos, uma ordem de grandeza menor que os encontrados nos experimen-
tos. Isso sugere que as células B podem estar aptas a se dividirem sem contatos
posteriores com as células T, uma vez que a interação cognata tenha ocorrido.

Em 1999, Fishman e Perelson [11] propuseram um modelo baseado nas mes-
mas premissas do modelo estudado anteriormente por eles, que trata da regulação
cruzada das células T, porém a diferença básica é que este novo modelo considerou
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também a diferenciação das células T em repouso, ou seja, supôs que as células
T em repouso adquirem um fenótipo Th1 ou Th2 após a interação com as células
apresentadoras de ant́ıgeno. As interações consideradas foram: células dentŕıticas
periféricas (pDC) detectam e fagocitam patógenos invasores e os convertem em
est́ımulos antigênicos na forma de complexos MHC-II. Estas células apresentadoras
de ant́ıgenos migram para os órgãos linfóides secundários, maturando. Lá encon-
tram uma célula T ant́ıgeno-espećıfica e a interação de ambas provoca a ativação da
células T, e a conseqüente produção de fenótipos tipo Th1 ou Th2. As células Th1
ativadas produzem interleucina-2 (IL-2) e interferon-γ (IFN-γ), enquanto que as
Th2 ativadas produzem interleucina-4 (IL-4) e interleucina-10 (IL-10). IL-4 e IL-10
inibem a produção de citocinas pelas células Th1 ativadas, resultando em células
que não produzem citocinas (não secretoras) e, conseqüentemente, não podem se
proliferar na ausência de fatores externos. Por outro lado, IFN-γ inibe a utilização
de citocinas pelas células Th2 ativadas, induzindo-as a produzirem citocinas, mas
não podem utilizá-las. Estas células são ditas não-proliferativas. Um sistema de
EDO foi utilizado para representar o modelo, e após adimensionalização como feita
nos trabalhos anteriores, culminou em um sistema de cinco equações, cujas variáveis
adimensionais representam os receptores sobre as APC, as células T, Th1, Th2 e
os ant́ıgenos. Análise numérica indicou que, dependendo dos parâmetros e das
condições iniciais, o sistema converge para uma das seguintes soluções de equiĺıbrio:
trivial, co-existência dominada por Th1 ou co-existência dominada por Th2. Isso
mostra que a consideração sobre a diferenciação das células T, que foi acrescentada
ao modelo, não o alterou qualitativamente.

Seguindo esta mesma linha, o modelo da ação das células imunológicas diante de
um ataque antigênico sem considerar os efeitos epidemiológicos desta ação, vários
outros trabalhos foram desenvolvidos concomitantemente a estes citados. Adomian,
por exemplo, em 1996 [1], apresentou um modelo para a resposta imunológica con-
siderando a população de patógenos, P (que podem ser v́ırus, bactérias, ant́ıgenos ou
células tumorais), e a efetividade ou capacidade do sistema imunológico de eliminá-
los. Foi introduzida uma função para descrever o processo de reações do sistema
imunológico diante da presença de células externas (diferenciação) e uma função
para medir a taxa de crescimento das células efetoras durante o processo (proli-
feração). O objetivo deste trabalho foi encontrar uma solução anaĺıtica não pertur-
bativa do sistema de EDO que representa o modelo, o que foi feito através de um
método de decomposição de sistemas diferenciais desenvolvido pelo mesmo autor
anteriormente [2].

Em 1998, Segel e Bar-Or [22] desenvolveram um modelo considerando o patógeno
(P), as células efetoras do sistema imunológico que combatem este patógeno (E), e
a medida dos danos que a ação imunológica causa ao indiv́ıduo (N). Posteriormente
foram introduzidos também os danos causados pelos patógenos. O estudo numérico
do modelo mostrou que a partir de um certo tempo, as variáveis apresentam um
comportamento oscilatório, porém com quantidades muito pequenas de patógenos,
o que foi considerado sem significado epidemiológico. Também foi levado em conta
a organização espacial das células do sistema imunológico e estudados critérios de
otimização na escolha das células efetoras.
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Em 2000, Pilyugin e Antia [21] propuseram dois modelos para a imunidade
célula-mediada, sendo um para a resposta imunológica não-espećıfica, e neste caso
foi considerada a ação dos macrófagos e/ou outras células fagocitárias, e outro para
a resposta imunológica espećıfica, mediada por linfócitos T citotóxicos (CTL). Em
ambos foi considerado o que se chamou de “handling time” no termo da equação
que representa a destruição do patógeno pelas células imunes. O “handling time” foi
definido como sendo o tempo de interação entre uma célula imunológica e uma sinali-
zada por conter um ant́ıgeno, durante o qual a célula imunológica não pode interagir
e/ou destruir outras células sinalizadas. Inicialmente desenvolveu-se uma aproxi-
mação em estados quase-estacionários, o que permitiu estudar como o “handling
time” pode ser incorporado em modelos já existentes. Então examinou-se as con-
seqüências desta variação para a dinâmica de infecções e, em particular, a vulnera-
bilidade da resposta imunológica dos hospedeiros. Para a resposta imunológica não-
espećıfica foram consideradas células fagocitárias em repouso ou inativas, ativadas
livres e ativadas engajadas, com a suposição de estar em estados quase-estacionários.
A vulnerabilidade desta resposta pôde ser medida através do estudo da estabilidade
das soluções de equiĺıbrio do sistema. Assim, dependendo dos parâmetros, o sistema
pode ter: (a) apenas a solução de equiĺıbio trivial E0 (ausência de patógenos), (b)
a solução trivial e uma não-trivial E1, e (c) a solução trivial e duas não-triviais
E1 e E2. No caso (a) a solução é instável, ou seja, nestas condições de parâmetros
os patógenos nunca serão eliminados pela resposta imunológica. No caso (b), E0 é
estável e E1 é instável, havendo uma região à esquerda de E1 onde as soluções são
limitadas e convergem para E0 e uma região de escape à direita, onde as soluções
são ilimitadas. No caso (c), E1 é uma solução intermediária entre E0 e E2, sendo
que E1 é estável e as outras duas, instáveis, sendo que pequenas perturbações em
E2 podem levar a solução para E1 ou para uma solução ilimitada (região de escape).
Para a resposta espećıfica, os patógenos foram representados por células infectadas
e, também, foram consideradas as concentrações de células T livres e de complexos
formados pelo encontro de uma célula T com as células infectadas. Este estudo
verificou a existência de dois estados estacionários, sendo o trivial E0 (ausência de
patógeno) e um de co-existência E1. Dependendo dos parâmetros, quatro situações
se apresentaram: E0 globalmente estável e E1 inexistente; E0 instável e E1 atra-
tor; E0 e E1 instáveis e um ćırculo limite que atrai todas as soluções positivas em
torno de E1; E0 e E1 instáveis, e todas as soluções são ilimitadas. Assim, o modelo
mostrou que as infecções podem ou não ser controladas pela resposta imunológica,
dependendo de alguns parâmetros e das condições iniciais.

Em 2001, Utzny e Burroughs [24] apresentaram um modelo para investigar a
correlação entre as propriedades das células T de memória e os mecanismos de regu-
lação das células (apoptose). Basearam-se nas seguintes hipóteses: uma infecção
resulta na ativação de células T em repouso e de memória, com suas subseqüentes
expansões clonais e a exterminação dos patógenos. Após esta exterminação, as
células T ativadas se diferenciam em células de memória ou sofrem apoptose. Um
evento infeccioso com eliminação dos patógenos e retorno ao estado de repouso cons-
titui um ciclo de infecção–resolução que altera o número de linfócitos espećıficos ao
patógeno. A questão central que este trabalho discute é se sucessivas infecções com
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o mesmo patógeno resulta em um número sempre crescente de células de memória
ou se este crescimento é limitado, ou seja, se a quantidade de células T de memória
para cada patógeno é estável. O modelo proposto considera três sub-populações
diferentes de células T: ativadas (T*), com memória espećıfica para um particular
patógeno (M) e com memória espećıfica para todos os demais patógenos (T). O ciclo
de infecção–resolução foi modelado em duas fases: a fase I considerou a ativação
das células T e a eliminação dos patógenos, enquanto a fase II consistiu das células
T ativadas sendo extintas e do processo de homeostase das células de memória. A
fase II foi determinada por um sistema de EDO modelando apoptose, memória,
diferenciação e homeostase das três sub-populações T, M e T*. Esta fase foi o foco
do trabalho e a teoria de ponto fixo foi utilizada para seu estudo. A principal con-
clusão que se obteve foi que as propriedades da memória imunológica surgem se a
dinâmica da população que governa o processo é dependente da população em si.
O controle de diferenciação em células de memória ou apoptose dependente da po-
pulação permite ao sistema imunológico adaptar-se melhor às variações na resposta
imunológica e à severidade da infecção. O tamanho do compartimento da memória
espećıfica gerada por uma infecção severa depende apenas fracamente do número de
células ativadas envolvidas na resposta e, ainda mais, quase toda a memória prote-
tora é gerada por infecções menores (vacinação). A análise matemática mostrou que
o balanço entre apoptose e diferenciação em memória é essencial para a regulação
do número de novas células T que entrarão para o “pool” da memória. Mostrou
ainda que a memória diversificada é preservada somente se: primeiro, a regulação
de novas entradas é dependente da população de células T ativadas; segundo, se a
população de células T comunica-se com outras partes do sistema imunológico.

Em 2001, Bergmann, Van Hemmen e Segel desenvolveram um trabalho que
estudou a decisão das células T auxiliadoras em se diferenciarem em Th1 ou Th2,
já que a primeira aproximação com o ant́ıgeno determina se a resposta será humoral
ou celular, a qual é crucial para evitar a doença. O modelo considerou a variação
das populações Th1 e Th2 de modo simples, tomando a forma

Taxa de variação das populações de células Th1/Th2
= diferenciação+proliferção–morte,

onde nos termos de diferenciação e proliferação foram consideradas capacidade su-
porte. Para a taxa de variação de patógenos foram considerados seu crescimento e
sua morte em função das células Th1 e Th2. O sistema foi estudado em equiĺıbrio e
sete soluções foram encontradas, dependendo da variação dos parâmetros: a solução
trivial, que é sempre instável; a cura com a prevalência de Th2, a doença crônica
com a prevalência de Th2, a cura com prevalência de Th1, a doença crônica com
a prevalência de Th1, a cura com concomitância de Th1 e Th2 e a doença crônica
com concomitância de Th1 e Th2. As soluções com prevalência de Th1 ou Th2
podem ser instáveis ou estáveis dependendo da variação dos parâmetros, enquanto
que a cura com ambas as células mostrou-se instável em um estudo numérico e a
doença crônica com ambas as células não pôde ser calculada analiticamente.

É importante ressaltar que a compreensão do sistema imunológico influencia di-
retamente na melhora de modelos matemáticos epidemiológicos. Dushoff [8] apre-
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sentou um trabalho que discute a incorporação de idéias oriundas de resultados
imunológicos em modelos epidemiológicos, obtendo um bom resultado. O modelo
desenvolvido por Dushof não trata especificamente de um modelo para a descrição
de uma dinâmica do SI, mas sim, como um dado modelo utilizado na descrição de um
fenômeno pode apresentar aspectos interessantes quando acrescentado de algumas
considerações de resultados imunológicos. Em muitas doenças existem evidências de
importantes interações entre a epidemiologia e a imunologia. Ambos, modelos e da-
dos, sugerem que variáveis de caráter epidemiológico, como freqüência e intensidade
de exposição, podem afetar resultados de caráter imunológico e, reciprocamente, os
resultados da batalha imunológica entre hospedeiro e parasita determinam a habi-
lidade da doença de se espalhar em uma comunidade. Ao considerar-se um modelo
para o espalhamento de uma doença devida a helmintos, na presença de dois ńıveis
de infecciosidade, a saber, baixa infectividade e alta infectividade (asserção esta de
caráter imunológico), obtém-se a possibilidade de uma bifurcação do tipo “back-
ward”, o que não se verifica, por exemplo, quando no modelo do mesmo fenômeno
é considerada uma única classe de infecciosidade. Uma bifurcação “backward”
caracteriza-se pela existência de um equiĺıbrio instável e que serve como um “break
point”, isto é, abaixo deste valor a doença persiste e se estabelece, mesmo que não
seja capaz de invadir. Assim, ao incorporarmos uma situação imunológica ao mo-
delo epidemiológico possibilitamos uma explicação para mecanismos de múltiplos
estados estacionários e para a persistência de certas doenças. Isso é particular-
mente interessante do ponto de vista de poĺıticas públicas que envolvem programas
de quimioterapias intensivas. Por exemplo, se os parâmetros da doença são tais
que ela persiste na comunidade mas não seja capaz de invadi-la uma vez eliminada,
temos a forte indicação de que a utilização de uma forte campanha quimioterápica
pode ser capaz de erradicar a doença da comunidade, ao se curar os indiv́ıduos que
possibilitariam a sua persistência.

Salientamos também um trabalho de Bellomo e Preziosi [4] que trata da evolução
de tumores e sua interação com o sistema imunológico. Os cânceres são provoca-
dos por crescimentos progressivos da progênie de uma única célula transformada,
e, portanto, para curá-los são necessárias a remoção e/ou a destruição de todas as
células malignas. Embora experimentos em animais venham demonstrando que as
células T são um mediador cŕıtico da imunidade tumoral (observações indicam que
tumores expressam pept́ıdeos antigênicos, MHC-I, que podem se tornar alvos para
uma resposta de células T espećıficas para as células tumorais). No entanto, é im-
portante salientar que a maioria dos tumores mostram poucas evidências de controle
imunológico, pois, em geral, eles provavelmente não possuem pept́ıdeos antigênicos
distintos ou não possuem moléculas de adesão ou co-estimuladoras necessárias para
ativar uma resposta primária das células T. Avanços na compreensão da apre-
sentação de ant́ıgenos e das moléculas envolvidas na ativação das células T podem
propor novas estratégias imunoterápicas, uma vez que uma estratégia de eliminação
ou contenção seria induzir uma resposta imunológica contra o tumor capaz de dis-
criminar entre as células tumorais e as sadias. A descrição da dinâmica do sistema
imunológico versus células tumorais é tratada por Bellomo através da teoria cinética
celular, que possibilitam uma descrição estat́ıstica da evolução de uma população
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grande de células regida por interações cinéticas.

4. Modelo matemático

Um modelo matemático é apresentado para descrever uma ação do sistema imunoló-
gico: a resposta imunológica adaptativa mediada por células. Considera-se uma
infecção em que as células B e T interagem com o ant́ıgeno, ocorrendo a ligação
ant́ıgeno-anticorpo e a destruição de células alvo infectadas.

Apresenta-se, antes, o comportamento do micro-organismo em condições fa-
voráveis sem a ação do sistema imunológico do hospedeiro, e de que maneira o
sistema imunológico encontra-se em “repouso” no indiv́ıduo. Estes estudos, em que
os parasitas e o sistema imunológico não estão interagindo, ajudam na compreensão
do sistema dinâmico complexo resultante da interação.

4.1. Ant́ıgeno e sistema imunológico isolados

Quando um micro-organismo invade o organismo humano que apresenta o sistema
imunológico em estado de “dormência”, ou seja, incapaz de responder ao est́ımulo
antigênico, espera-se que cresça sem nenhuma resistência, inicialmente. Porém, à
medida em que a sua concentração no organismo do hospedeiro aumenta, exaure-se
a capacidade de sua manutenção. Pois, todas as células alvo (envolvidas na multi-
plicação do micro-organismo) podem estar infectadas e/ou o hospedeiro debilita-se
pela infecção, o que limitaria o seu crescimento.

Seja A(t) a concentração de um micro-organismo no hospedeiro no instante de
tempo t, representado pelo ant́ıgeno identificado pelo sistema imunológico. A sua
multiplicação está limitada pela disponibilidade das células alvo onde ocorrem as
śınteses protéicas para a sua replicação. Esta disponibilidade é designada por C,
que representa a capacidade de suporte do meio (o conjunto de todas as células
alvo). Estes micro-organismos morrem (incapacidade de invadir células alvo ou
replicação defeituosa) naturalmente a uma taxa constante µA. Uma outra carac-
teŕıstica da infecção microbiana é a concentração de patógenos com que é inoculada
no organismo. Assim, se uma concentração baixa é inoculada no indiv́ıduo, a in-
fecção não se estabelece, diante de adversidades como a dificuldade de encontro com
as células alvo pelas inúmeras barreiras fisiológicas. Sendo, assim, necessária uma
inoculação a uma concentração não muito baixa para ocorrer de fato a invasão e
estabelecimento do parasita no hospedeiro.

Para levar em conta as duas caracteŕısticas acima, uma descrição da dinâmica
da replicação do parasita no hospedeiro sem a estimulação do sitema imunológico
pode ser dada por

dA(t)
dt

= Φ [A(t) ] A(t)− µA A(t),

onde Φ [A(t) ] é a taxa de replicação per-capita do micro-organismo. Nesta taxa
pode-se embutir as duas propriedades referentes ao crescimento do parasita. Por
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isso, usa-se para esta taxa per-capita uma função dada por

Φ [A(t) ] = kAA(t)
[
1− A(t)

C

]
,

com kA sendo a taxa de replicação intŕınseca do parasita no organismo invadido. Os
parâmetros C e µA são, respectivamente, a capacidade de suporte do meio e a taxa
de inviabilização do micro-organismo. Em primeiro lugar, a função Φ mostra que os
parasitas podem se replicar, no máximo, até o valor da capacidade de meio C. Em
segundo, a função Φ cresce monotonicamente com A até o valor C/2 e, deste valor
em diante até C, Φ decresce monotonicamente. Isso mostra que a taxa de replicação
per-capita apresenta valores nulos nos extremos (A(t) = 0 e A(t) = C), revelando
tanto a busca ativa (dificuldade de se manter para A(t) ∼ 0) quanto a competição
(exaure-se a disponibilidade dos “nutrientes” para A(t) ∼ C) pelas células alvo.

Assim, analisa-se a dinâmica do parasita descrita por

dA(t)
dt

= kA

[
1− A(t)

C

]
A2(t)− µA A(t). (4.1)

Os pontos de equiĺıbrio asśıntotico, isto é, A = limt→∞A(t), em que o valor de A é
resultante da imposição dA(t)

dt = 0, são obtidos da solução da equação

A

(
A2 − CA +

C

φ∗

)
= 0, (4.2)

onde
φ∗ =

kA

µA

é a capacidade reprodutiva do micro-organismo. Biologicamente, como µ−1
A é o

peŕıodo de tempo médio de viabilidade de um parasita, µ−1
A kA é o número médio

de novos parasitas que um parasita produz durante o peŕıodo de tempo viável.
Quanto maior for o peŕıodo viável (logo, menor µA), o parasita terá mais chances
de encontrar com sucesso a célula alvo e se replicar.

Uma vez obtido o ponto de equiĺıbrio, a sua estabilidade é determinada pelo
auto-valor obtido da equação

f(A) = −3kA

C
A + 2kAA− µA,

que corresponde à primeira derivada do segundo membro da equação (4.1). Se
o valor de f for negativo, então o ponto é assintoticamente estável (atrator de
trajetórias); se for positivo, é instável (repulsor).

A equação (4.2) apresenta três possibilidades, dependendo do valor de φ∗ e C.
1) Capacidade reprodutiva baixa, φ∗ < 4/C. Neste caso, tem-se apenas o

equiĺıbrio trivial, A = 0. O auto-valor correspondente a este ponto vale f(0) = −µA.
Portanto, quando o parasita apresenta baixa capacidade reprodutiva, ele não con-
segue manter-se no hospedeiro, mesmo que inocule concentrações elevadas do micro-
organismo.
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2) Capacidade reprodutiva limiar, φ∗ = 4/C. Neste caso, tem-se dois pontos de
quiĺıbrio, o trivial A1 = 0 e o não-trivial, A2 = C/2. Os auto-valores correspon-
dentes a estes dois pontos valem f(0) = −µA e f(C/2) = 0. O equiĺıbrio trivial
é estável, enquanto nada se conclui a respeito do equiĺıbrio não-trivial. Para este
ponto, estuda-se pequenos deslocamentos em torno do equiĺıbrio C/2, fazendo-se
A(t) = a(t) + C/2, com a(t) ¿ 1. Substituindo-a na equação (4.1), obtém-se

da(t)
dt

= −3kA

2
a2(t) +

kAC

4
a(t).

Quando a(t) é muito pequeno, o segundo termo do segundo membro predomina,
tendo-se, assim, da(t)

dt ∼ kAC
4 a(t). Logo, este ponto é instável. Portanto, se a ino-

culação inicial for baixa (menor que C/2), a população de micro-organismo vai para
a sua extinção; porém, se o valor da inoculação inicial aumentar (maior que C/2),
neste caso, o parasita estabelece-se no hospedeiro, tendendo para a sua capacidade
de meio C. O ponto de equiĺıbrio A2 é denominado de ponto de ruptura (“break
point”), pois delimita a concentração de ant́ıgenos em duas regiões com atratores
distintos, o trivial e o não-trivial.

3) Capacidade reprodutiva elevada, φ∗ > 4/C. Neste caso, tem-se três pontos
de equiĺıbrio, o trivial, A1 = 0, e dois não-triviais, A2 =

[
C −

√
C (C − 4/φ∗)

]
/2

e A3 =
[
C +

√
C (C − 4/φ∗)

]
/2, com A2 < A3. Os auto-valores correspondentes a

estes três pontos valem f(0) = −µA, f(A2) = φ
[√

C (C − 4/φ∗)− (C − 4/φ∗)
]
/2

e f(A3) = −φ
[√

C (C − 4/φ∗) + (C − 4/φ∗)
]
/2. Como C > 4/φ∗, tem-se que

f(A2) > 0 e f(A3) < 0. Logo, os pontos de equiĺıbrio trivial A1 e não-trivial maior
A3 são estáveis, enquanto o não-trivial menor A2 é instável. Portanto, a dinâmica
neste caso apresenta dois atratores, dependendo da inoculação inicial de parasitas.
Se o valor introdutório for menor que A2, o micro-organismo vai para a extinção
(A1), não se mantendo no hospedeiro; em caso contrário, para inoculação superior
a A2, o micro-organismo mantém-se no hospedeiro a uma concentração A3.

O que ocorre se a capacidade de suporte do meio for ilimitado, ou seja, quando
C →∞? Biologicamente, quando ocorre infecção generalizada, o hospedeiro morre
antes que a capacidade de suporte seja alcançada. Neste caso limite, as três possi-
bilidades acima resumem-se em apenas duas possibilidades, pois limC→∞ 4/C = 0.

1) Capacidade reprodutiva nula, φ∗ = 0. Neste caso, tem-se somente o equiĺıbrio
trivial A = 0, cuja situação não apresenta nenhum interesse biológico.

2) Capacidade reprodutiva positiva, φ∗ > 0. Neste caso, tem-se dois pontos de
equiĺıbrio, o trivial A1 = 0 e o não-trivial A2 = 1/φ∗. Os auto-valores correspon-
dentes a estes dois pontos valem f(0) = −µA e f(1/φ∗) = µA. O equiĺıbrio trivial é
estável, enquanto o equiĺıbrio não-trivial é instável. Portanto, a dinâmica neste caso
apresenta um único atrator finito, dependendo da inoculação inicial de parasitas. Se
o valor introdutório for menor que A2, o micro-organismo vai para a extinção (A1),
não se mantendo no hospedeiro; em caso contrário, para inoculação superior a A2,
o micro-organismo mantém-se no hospedeiro, cuja concentração cresce indefinida-
mente (este é outro “atrator”, porém no infinito). Para entender melhor, observe
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que A2 e A3 da possibilidade 3) do caso C finito resultam em, quando C → ∞,
A2 = 1/φ∗ e A3 →∞.

Como as possibilidades 3) do caso C finito e 2) do caso C → ∞ apresentam
dinâmicas semelhantes, escolhe-se o caso C →∞ por apresentar um estudo anaĺıtico
mais simples. Porém, deve-se ter em mente que o crescimento do parasita é ilimitado
quando a inoculação for relativamente grande (maior que A2). Novamente, A2 de
2) do caso C →∞ é o ponto de ruptura.

Para o sistema imunológico do hospedeiro sem interação com o parasita, considera-
se que as céluas B e T são produzidas a taxas constantes, respectivamente, kB na
medula óssea e kT no timo. Estas céluas circulam no sangue durante peŕıodos de
tempo médios dados por µ−1

B e µ−1
T , onde µB e µT são as taxas de mortalidade,

respectivamente, das céluas B e T. Assim, a dinâmica do sistema imunológico em
“repouso” é descrita por

{
dB(t)

dt = kB − µB B(t)
dT (t)

dt = kT − µT T (t),
(4.3)

onde B(t) e T (t) designam as céluas B e T no instante de tempo t.
O sistema dinâmico linear (4.3) apresenta um único ponto de equiĺıbrio não-

trivial, dado por {
B = kB

µB

T = kT

µT
,

que é um atrator global, pois deslocamentos em torno de equiĺıbrio, dados por
B(t) = b(t) + kB/µB e T (t) = τ(t) + kT /µT , quando substitúıdos no sistema
dinâmico linear (4.3), têm as trajetórias dadas por

{
db(t)

dt = −µB
dτ(t)

dt = −µT ,

cujas soluções são funções exponenciais decrescentes. Espera-se que o sistema
imunológico seja globalmente estável, independentemente dos parâmetros do mo-
delo. Biologicamente, o sistema imunológico deve ser bastante robusto, de tal modo
que, após debelar uma infecção, retorne rapidamente para os valores de equiĺıbrio.

O parasita invade e replica-se rapidamente para se estabelecer no organismo do
hospedeiro. Concomitantemente, o hospedeiro reage ao corpo estranho produzindo
reações do sistema imunológico. A batalha entre hospedeiro e parasita terá um
desfecho: o invasor rechaçado ou uma infecção crônica.

4.2. Interação entre ant́ıgeno e sistema imunológico

Quando um parasita invade o organismo humano, o seu sistema imunológico é
estimulado. Uma vez que seus ant́ıgenos são reconhecidos pelo sistema imunológico,
há produção de anticorpos por parte das céluas B e destruição das células alvo
infectadas pelas células T.
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A biologia da estimulação do sistema imunológico é descrita suscintamente.
Quando um patógeno invade o organismo, o sistema imunológico reconhece e iden-
tifica o ant́ıgeno. Este ant́ıgeno, após ser apresentado a uma célula T ant́ıgeno-
espećıfica, provoca a ativação desta (para fins de simplificação, o modelo não con-
sidera a dinâmica das células dendŕıticas apresentadoras de ant́ıgenos). Esta célula
T ativada, ao encontrar uma célula B que também detectou este ant́ıgeno (denomi-
nada B apresentadora de ant́ıgeno) causa a ativação desta célula B, que se diferencia
em células plasmas, as quais se proliferam e produzem os anticorpos que propiciarão
o combate ao patógeno. As células T ativadas atuam na destruição das células alvo
infectadas.

O modelo matemático, por simplificação, supõe que a ação dos anticorpos sobre
o ant́ıgeno (patógeno) e a destruição das células infectadas pelas células T são des-
critas pelo encontro das células plasma com o ant́ıgeno. As células B apresentadoras
de ant́ıgenos e plasma são agrupados em uma única classe de células B ativadas.
A desativação da resposta imunológica dá-se pela diminuição da concentração do
ant́ıgeno detectado no organismo. Assim, os linfócitos efetores, após cumprirem seu
papel, morrem por apoptose. O modelo não leva em conta as células de memória,
tratando, assim, a defesa do organismo através de produção de anticorpos em uma
prima-infecção. Toda a dinâmica das citocinas envolvidas nos fenômenos de ativação
e desativação está englobada nos parâmetros.

Assim, o modelo considera que as células B em repouso (classe designada por B),
quando ativadas pelas céluas T ativadas pelo ant́ıgeno (classe designada por T ∗),
produz anticorpos. De acordo com a simplificação, as céluas B apresentadoras de
anticorpos e os que se diferenciam em células plasma são agrupadas em uma única
classe, designada por Bp. A dinâmica da população de parasitas é representada pelos
ant́ıgenos A, que considera a capacidade de suporte (oferecida pelo hospedeiro)
ilimitada. Assim, a dinâmica da interação entre ant́ıgeno e anticorpo pode ser
representada pelo sistema de equações diferenciais ordinárias





dA(t)
dt = kAA2(t)− µA A(t)− α A(t)Bp(t)

dB(t)
dt = kB − µB B(t)− βB(t) T ∗(t)

dBp(t)
dt = β A(t)B(t) + γA(t) Bp (t)− µ

′
BBp(t)

dT (t)
dt = kT − µT T (t)− δA (t)T (t)

dT∗(t)
dt = δ A (t)T (t)− µ

′
T T ∗(t),

(4.4)

onde µ
′
B e µ

′
T são as taxas de mortalidade, respectivamente, das céluas B e T

ativadas; β e δ são as taxas de ativação, respectivamente, das céluas B por T ativadas
e das células T por ant́ıgenos; γ é a taxa de proliferação (clonagem) de células B
plasma; e α é a taxa total de remoção do ant́ıgeno pela ação da resposta imunológica
(anticorpos secretados pelas céluas B ativadas e eliminação de células infectadas
pelas células T ativadas). Todos estes parâmetros são considerados constantes.

O sistema dinâmico (4.4) descreve a ação de anticorpos produzidos pelas células
B plasma sobre ant́ıgenos, descrito pelo termo α A(t) Bp(t): a desativação de ant́ıge-
nos é feita pela ligação com os anticorpos, cuja concentração no sangue é propor-
cional à concentração de céluas B ativadas, e pela destruição de células alvo infec-
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tadas pelas células T ativadas, cujo efeito é indireto, uma vez que são estas que
estimulam e aumentam a concentração de células B plasma. As células B ativadas
multiplicam-se proporcionalmente à concentração de ant́ıgenos, descrito pelo termo
γA(t) Bp (t). Da mesma forma, a ativação das células T é proporcional à concen-
tração de ant́ıgenos, descrito pelo termo δA (t)T (t).

Os pontos de equiĺıbrio do sistema dinâmico (4.4) são os seguintes.

1) Equiĺıbrio trivial, dado pelos valores





A = 0
B = kB

µB

Bp = 0
T = kT

µT

T ∗ = 0,

que corresponde ao retorno do sistema imunológico ao estado basal, após debelar a
infecção. A estabilidade do equiĺıbrio trivial é dada pelos auto-valores associados à
matriz Jacobiana (linearização do sistema dinâmico em torno do valor do equiĺıbrio)
dada por

J =




−µA 0 0 0 0
0 −µB 0 0 −βB

0 0 −µ
′
B 0 βB

−δT 0 0 −µT 0
δT 0 0 0 −µ

′
T




.

Os auto-valores associados são λ1 = −µA, λ2 = −µB , λ3 = −µ
′
B , λ4 = −µT e

λ5 = −µ
′
T . Como todos os auto-valores são negativos, o ponto de equiĺıbrio trivial

é localmente e assintoticamente estável. Portanto, um dos atratores é o sistema
imunológico reassumir o estado de repouso, e em prontidão contra novas e outras
infecções.

2) Equiĺıbrio não-trivial, dado pelos valores





A = µA+αBp

kA

B = kBµ
′
T [kAµT +δ(µA+αBp)]

µBµ
′
T kAµT +(µAµ

′
T +βkT )δ(µA+αBp)

T = kAkT

kAµT +δ(µA+αBp)

T ∗ = kT δ(µA+αBp)

µ
′
T [kAµT +δ(µA+αBp)]

,

(4.5)

mais a equação para Bp dada por

c0 + c1Bp + c2B
2
p + c3B

3
p = 0,
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onde os coeficientes do polinômio de terceiro grau são




c0 = kAkBkT βδµA

c1 = kAkBkT βδα +
(
γµA − kAµ

′
B

) [
µBµ

′
T kAµT +

(
µBµ

′
T + βkT

)
δµA

]

c2 =
(
γµA − kAµ

′
B

)(
µBµ

′
T + βkT

)
δα + γα

[
µBµ

′
T kAµT +

(
µBµ

′
T + βkT

)
δµA

]

c3 =
(
µBµ

′
T + βkT

)
γδα2,

(4.6)
com c0 > 0 e c3 > 0. Dependendo do sinal dos coeficientes c1 e c2, pela regra de
Descartes, tem-se nenhuma ráız real positiva, ou duas ráızes reais positivas (para
Bp).

Se γµA > kAµ
′
B , os coeficientes c1 e c2 são também positivos. Logo, pela regra

de Descartes, não se tem nenhuma ráız real positiva. Nesta situação, a infecção
é sempre debelada pelo sistema imunológico. Para entender melhor, escreve-se a
desigualdade na forma

1
µ
′
B

γ >
1

µA
kA ≡ φ∗.

O primeiro termo é o número médio de células B ativadas clonadas durante todo o
peŕıodo de circulação de uma célula B ativada. Assim, se a capacidade de clonagem
das células B ativadas (φ∗p = γ/µ

′
B) for suficientemente grande (maior do que a

capacidade de replicação do parasita), então o sistema imunológico atua eficiente-
mente na eliminação do micro-organismo invasor (Bp = 0 implica em A = 0), e o
único ponto de equiĺıbrio é o trivial, ou seja, o sistema imunológico retorna ao seu
estado basal.

Se γµA < kAµ
′
B , os coeficientes c1 e c2 são ainda positivos, se os dois termos

tiverem valores próximos. Suponha que o valor da capacidade de clonagem das
células B ativadas φ∗p seja menor do que φ∗, de modo que c1 e/ou c2 sejam nega-
tivos (de acordo com a equação (4.6), segunda e terceira definições). Neste caso,
pela regra de Descartes, ou não se tem nenhuma ráız real positiva, ou pode ter duas
ráızes reais positivas. No caso de duas ráızes reais positivas para Bp, baseado nos
resultados anteriores (parasita isolado), conjectura-se que o ponto de equiĺıbrio com
valor menor para Bp corresponde ao ponto de ruptura, enquanto o de valor maior é
o atrator. Assim, para baixas concentrações de parasitas inoculadas (menores que o
valor correpondente ao do ponto de ruptura), o sistema imunológico consegue debe-
lar a infecção; porém, para valores elevados, o parasita co-existe no hospedeiro em
elevada concentração, o que pode levar à falência do sistema imunológico, resultando
na infecção crônica e permitindo infecções oportunistas.

Esta conjectura pode ser melhor entendida no caso especial, em que a clonagem
de células B ativadas não depende da concentração de ant́ıgenos. Nesta situação, a
terceira equação do sistema dinâmico (4.4) é escrita como

dBp(t)
dt

= β A(t)B(t) +
(
γ − µ

′
B

)
Bp(t),

e o ponto de equiĺıbrio não-trivial tem os valores dados pela equação (4.5) mais a
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equação para Bp dada por

c0 + c1Bp + c2B
2
p = 0,

onde os coeficientes do polinômio de segundo grau são




c0 = kBkT βδµA

c1 = kBkT βδα +
(
γ − µ

′
B

) [
µBµ

′
T kAµT +

(
µBµ

′
T + βkT

)
δµA

]

c2 =
(
γ − µ

′
B

) (
µBµ

′
T + βkT

)
δα,

com c0 > 0.
Se γ > µ

′
B , os coeficientes c1 e c2 são também positivos. Logo, pela regra de

Descartes, não se tem nenhuma ráız real positiva. Nesta situação, a infecção é
sempre debelada pelo sistema imunológico. Porém, se γ < µ

′
B , um dos coeficientes

c1 e c2 pode ser negativo (se γ / µ
′
B , então apenas c1 é negativo); mas existe um

valor de γ baixo no qual ambos os coeficientes c1 e c2 são negativos. Assim, para
γ < µ

′
B tem-se apenas uma única ráız real positiva para Bp dada por

Bp =
c1 +

√
(c1)

2 + 4c0 |c2|
2 |c2| ,

com
|c2| =

(
µ
′
B − γ

)(
µBµ

′
T + βkT

)
δα.

Este equiĺıbrio não-trivial é o ponto de ruptura. Assim, dependendo da concentração
inicial, ou o sistema imunológico debela a infecção, ou ele vai a falência, e o para-
sita cresce indefinidamente, pois a clonagem de células B ativadas ocorre a uma
taxa constante, independentemente da concentração de ant́ıgenos (estes crescem
ilimitadamente).

No entanto, observe que, quando a taxa de clonagem depender da concen-
tração de ant́ıgenos, caso descrito pelo sistema dinâmico (4.4), mesmo que o sistema
imunológico não consiga debelar a infecção, a concentração de ant́ıgenos não cresce
indefinidamente, mas até certo valor, correspondendo ao valor de equiĺıbrio estável
Bp maior. Isto se deve ao fato de mais células B ativadas são clonadas quando se
aumenta a concentração de ant́ıgenos, limitando o seu crescimento.

Quando um parasita invade hospedeiro que não reage imunologicamente, e en-
contrando capacidade de suporte ilimitada, verificamos a existência de uma concen-
tração limiar A0, ponto de equiĺıbrio não-trivial dado por

A0 =
1
φ∗

=
µA

kA
,

que divide em dois o comportamento dinâmico para a concentração de ant́ıgenos:
a diminuição até a sua total eliminação ou o crescimento ilimitado. A eliminação
é a situação observada quando a quantidade de ant́ıgenos inoculados (no momento
da infecção) é menor do que o valor limiar A0, enquanto a explosão de ant́ıgenos
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ocorre toda vez que a inoculação inicial estiver acima do valor limiar A0 (vide 2)
do caso C →∞).

Quando o sistema imunológico é estimulado e passa a eliminar os ant́ıgenos do
organismo, ocorrem dois comportamento dinâmicos para esta interação: eliminação
do parasita ou a sua co-existência com o sistema imunológico estimulado (pode ocor-
rer a explosão, se a clonagem de células B ativadas não depender dos ant́ıgenos).
Quando o sistema imunológico responde muito bem e/ou a capacidade reprodutiva
do parasita for muito baixa, a eliminação do ant́ıgeno ocorre independentemente da
carga parasitária introduzida no hospedeiro. Porém, em casos intermediários, ocor-
rem ou a eliminação ou a explosão do parasita, dependendo do valor da inoculação
inicial do patógeno no hospedeiro. O valor de concentração limiar Ai corresponde
ao ponto de equiĺıbrio não-trivial instável, que é o ponto de ruptura. Este ponto de
ruptura correspondente ao sistema imunológico em interação com ant́ıgeno é maior
do que o valor do ponto de ruptura do parasita isolado, ou seja, Ai > A0.

Qual a função do sistema imunológico no combate às infecções? Como age o
sistema imunológico? A função principal e primordial é a defesa do organismo contra
os patógenos, resultando na eliminação total. Esta defesa do organismo ocorre em
dois ńıveis. Primeiro, pela eliminação do ant́ıgeno pelos anticorpos secretados pelos
linfócitos B ativados e pela destruição das células alvo infectadas pelos linfócitos
T ativados. Segundo, o sistema imunológico normal é capaz de enfrentar e vencer
concentrações elevadas de patógenos inoculados, e somente é levado à falência em
casos de infecções de extrema severidade. Isso é posśıvel pelo deslocamento do
ponto de ruptura (do parasita isolado) para valores mais elevados (quando o sistema
imunológico está atuando), permitindo que a eliminação de ant́ıgenos seja posśıvel
para inoculações elevadas, desde que ocorram abaixo do ponto de ruptura. Este
valor de ruptura depende das caracteŕısticas do sistema imunológico e do invasor,
resumidas pelos parâmetros do modelo.

5. Conclusão

A imunologia tem avançado muito na descrição da interação do sistema imunológico
com elementos estranhos que invadem o corpo. A forma de ação do sistema imunoló-
gico varia de acordo com o parasita invasor. Há mecanismos distintos da resposta
imunitária quando se trata de macro-parasitas e micro-parasitas. Mesmo dentro da
classe de micro-parasitas, a resposta do sistema imunológico difere em se tratando de
fungos, bactérias e v́ırus. Mais ainda, dentro da classe de v́ırus, diferentes espécies
de v́ırus estimulam diferentemente o sistema imunológico. Por exemplo o v́ırus
HIV tem como células alvo os linfócitos T–CD4 para se replicar, enquanto v́ırus da
varicela-zoster alojam-se em células dos gânglios dos nervos espinais ou cranianos,
resultando em diferentes formas de estimulação antigênica.

Nos últimos anos, muitos trabalhos de caráter quantitativo têm surgido para
explorar o sistema imunológico. Procurou-se, então, fazer uma śıntese de trabalhos
existentes na literatura que tratam o sistema imunológico através de uma abor-
dagem matemática, em especial utilizando-se as equações diferenciais ordinárias
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como instrumento para suas descrições. A modelagem matemática para descrever a
fisiologia do sistema imunológico tem grande importância, tendo em vista a imensa
quantidade de trabalhos quantitativos relativos ao sistema imunológico existentes
na literatura, e a contribuição destes para melhor entender a resposta imunitária e,
também, para uma aplicação mais eficiente da terapêutica dispońıvel.

Um modelo matemático simplificado foi apresentado para descrever a interação
do sistema imunológico com ant́ıgeno, escolhendo uma resposta imunológica medi-
ada por células secretoras de anticorpos. Este modelo, mesmo sendo muito simples,
descreveu como corpos estranhos são eliminados pelo sistema imunológico: pela
inativação dos ant́ıgenos e pela capacidade aumentada do sistema imunológico em
debelar os invasores mesmo em elevadas concentrações (deslocamento do ponto de
ruptura para valores elevados).

Abstract. In the last two decades, advances in our understanding of the im-
munological system were driven by AIDS research. In particular, this knowledge
could have a wider impact on the study of epidemiology by improving the treat-
ment and prevention strategies of infectious diseases. One question that can be
naturally posed is: can mathematical research, applied to immunology, generate
further advances in the comprehension of the immunological system? Research
in immunology might take advantage of this interaction with mathematics, even
though mathematics cannot directly solve problems in immunology. Models and
simulations of several aspects and behaviors of the immunological system might
reduce the amount of experiments which are necessary for the development of new
therapies and support the progress of theoretical immunology. Thus, the aims of
this paper are to provide an analysis of the physiological and mathematical aspects
of several immuno-mathematical models and their contributions to immunology
and to present our own model in the same spirit.
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Resumo. O acúmulo de conhecimentos relativos à transmissão de infecções re-
sultou no desenvolvimento de modelos matemáticos para melhor estudar a sua
dinâmica. Estes modelos descrevem a disseminação das doenças na comunidade e,
também, podem ser preditivos quanto aos resultados de diferentes mecanismos de
controle que são introduzidos nesta comunidade. Muitas infecções que ainda asso-
lam a humanidade podem ser (e estão sendo) combatidas por meio de vacinações
em massa. No entanto, mostra-se que o esforço mı́nimo de vacinação (para se obter
a erradicação da doença) predito pelo modelo deve ser entendido com os devidos
cuidados para evitar compreensões errôneas e aplicações equivocadas.

1. Introdução

A epidemia de doenças infecciosas depende fundamentalmente da interação entre o
agente infeccioso e o sistema imunológico do hospedeiro. Desta interação resultam
o padrão de distribuição da doença nas diversas faixas etárias e condições sociais e,
ao mesmo tempo, a elaboração de mecanismos eficazes de controle.

Os agentes etiológicos de muitas doenças infecciosas são os seres microbianos, dos
quais fazem parte as várias espécies de v́ırus. Estes seres, em geral, são menores do
que as bactérias e são parasitas que têm toda a sua replicação ocorrendo dentro das
células parasitadas. A part́ıcula virótica completa, o v́ırion, é um bloco de material
genético recoberto por uma capa que o protege do meio ambiente e que serve ainda
de véıculo de transmissão de uma célula hospedeira para outra. Os v́ırus contêm so-
mente um tipo de ácido nucléico: ribonucléico (RNA) ou desoxirribonucléico (DNA).
Devido ao fato de o v́ırus não possuir ribossomos, RNA de transferência, sistemas
enzimáticos e geradores de trifosfato de adenosina (ATP), para a sua replicação
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2hotta@ime.unicamp.br
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necessita dos recursos do hospedeiro. Por isso, o v́ırus multiplica-se dentro do hos-
pedeiro (no interior das células) por śınteses separadas com posterior reunião de
seus componentes. Por outro lado, os v́ırus, fora das células, são metabolicamente
inertes, sendo nada mais do que fragmentos de DNA (ou RNA) recobertos por
uma capa. Estes seres inertes, quando infectam hospedeiros apropriados, causam
moléstias infecciosas pelas suas atividades intracelulares.

Quando um agente microbiano, no caso um v́ırus, infecta (isto é, invade o or-
ganismo de) uma pessoa suscet́ıvel, esta torna-se infectada e, por um certo peŕıodo,
o v́ırus replica-se rapidamente no organismo humano, pois não encontra nenhuma
resistência. Este curto peŕıodo de tempo inicial é caracterizado por um crescimento
exponencial do v́ırus (lei de Malthus). Simultaneamente à invasão do v́ırus, o in-
div́ıduo tem seu sistema imunológico estimulado e inicia-se a produção de anticorpos
espećıficos contra o invasor. Após alguns dias, a concentração do v́ırus circulante
no indiv́ıduo começa a declinar à medida que ocorre o aumento da concentração de
anticorpos produzidos. Decorridos mais alguns dias, praticamente não se encontra
v́ırus circulante no indiv́ıduo, quando então os ńıveis de anticorpos atingem valores
máximos. Algumas infecções podem induzir uma imunidade perene, enquanto que
outras, apenas temporária. Neste caso, a manutenção da concentração de anticor-
pos nos ńıveis apropriados pode ser explicada por infecções reincidentes, sendo que,
na ausência destas, pode haver o decĺınio total.

O v́ırus apresenta a capacidade de se adaptar às modificações do meio ambiente
(intensa atividade no interior das células ou permanecer inerte fora delas) para a
sua perpetuação. Contudo, a capacidade de adaptação é verificada, também, nos
seus hospedeiros, em especial o humano. Uma modificação adaptativa envolvendo a
śıntese protéica espećıfica dos vertebrados, de enorme importância para a sua sobre-
vivência, é a resposta imunológica. Este é o principal mecanismo de defesa natural
destes animais contra os micro-organismos patogênicos. Esta defesa imunológica
pode ser induzida de outra forma. Jenner (1749-1823) inoculou um menino com
raspado de pus da lesão de uma ordenhadora que adquirira vaŕıola da vaca (uma
moléstia benigna) e, posteriormente, inoculou, no mesmo menino, o pus de pa-
ciente no estágio ativo de vaŕıola. Jenner observou que o menino não adoecera,
demostrando, assim, que a vacinação havia induzido a imunidade contra a vaŕıola.
Pasteur (1827-1875), fortuitamente, inoculou alguns animais com cultura envelhe-
cida de agente etiológico da cólera nas galinhas. Estes animais não adoeceram
quando foram inoculados com culturas comprovadamente virulentas, demostrando,
dessa forma, que as culturas envelhecidas perdem a sua virulência (patogenicidade)
sem, contudo, perder a sua capacidade de induzir a imunidade.

A indução de imunidade por v́ırus atenuado, seja por meio de envelhecimento
de v́ırus, seja pela passagem dos micro-organismos por hospedeiros artificiais, tem
a finalidade de proteger as pessoas contra a forma virulenta. A vacinação, ou a
proteção induzida por inoculação de v́ırus atenuados, reside no fato de estes v́ırus
não produzirem a forma grave da moléstia; entretanto retêm a capacidade de in-
duzir a imunidade no homem contra a forma virulenta. Isto é posśıvel por ser
o sistema imunológico altamente espećıfico, ou seja, quando os ant́ıgenos (isto é,
quaisquer substâncias capazes de, em condições normais ou apropriadas, induzir a
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formação de anticorpos) são introduzidos no organismo, estes reagem de maneira
altamente seletiva com os anticorpos correspondentes produzidos pelo sistema imu-
nitário. Estes anticorpos são as protéınas séricas, as imunoglobulinas, formadas em
resposta à administração de um ant́ıgeno. A conjunção da melhor compreensão
do sistema imunológico humano com o avanço da engenharia genética tem levado,
atualmente, à produção de vacinas sintetizadas nos laboratórios.

Em geral, a imunidade induzida por v́ırus circulantes na natureza é de longa
duração e confere proteção durante quase a vida toda. Entretanto, as vacinas
podem falhar em dois ńıveis. A falha primária da vacina consiste em não induzir
a imunidade no indiv́ıduo vacinado. Isto pode ocorrer pela falha na produção da
vacina ou pela deficiência do sistema imunitário do indiv́ıduo. A falha secundária
ocorre quando o ńıvel de imunidade vacinal é baixo, resultando, portanto, em uma
perda dessa imunidade em um curto peŕıodo. Neste caso, as reinfecções podem
manter os ńıveis de anticorpos elevados.

A imunoepidemiologia leva em consideração a capacidade de estimulação do
sistema imunológica resultante da interação entre o hospedeiro e o parasita para
determinar o padrão de epidemia. Assim, a epidemiologia das doenças infecciosas
pode ser feita de acordo com a concentração do v́ırus no organismo dos indiv́ıduos
com a evolução temporal, de acordo com a história natural da infecção. Os in-
div́ıduos suscet́ıveis, ao se infectarem com o v́ırus, passam por um peŕıodo latente,
isto é, um peŕıodo de tempo durante o qual o v́ırus replica-se no interior das células
parasitadas dos indiv́ıduos. Estes são chamados de indiv́ıduos expostos ou latentes
(infectados, mas não infectantes). No peŕıodo subseqüente, desde quando as células
parasitadas eliminam o v́ırus para o meio extracelular até o decĺınio quase completo
da concentração de v́ırus neste meio, devido aos mecanismos de defesa, estes in-
div́ıduos são classificados como infectantes. Este intervalo em que o v́ırus encontra-
se no meio extracelular é denominado peŕıodo de recuperação (ou infeccioso), e é
neste peŕıodo que eles são eliminados para o meio ambiente por meio da saliva e
excreções diversas (trato respiratório, fezes, urina). Durante este intervalo, os in-
div́ıduos infectantes podem transmitir o v́ırus aos indiv́ıduos suscet́ıveis, quando se
encontrarem próximos. Posteriormente, por causa da imunidade adquirida, os in-
div́ıduos deixam o estado infeccioso, sendo, portanto, chamados de recuperados ou
imunes. Porém, em algumas infecções pode ocorrer a perda da imunidade adquirida,
o que faz os indiv́ıduos recuperados retornarem ao estado suscet́ıvel.

A importância da imunização pela vacina, do ponto de vista preventivo, é a pos-
sibilidade de transferir indiv́ıduos suscet́ıveis diretamente para a classe dos imunes,
escasseando, assim, a fonte para novas infecções e, ao mesmo tempo, os indiv́ıduos
desta classe conferem uma barreira protetora aos indiv́ıduos suscet́ıveis. Desta
forma, a vacinação tem sido uma grande aliada para prevenir a população contra
— e até erradicar — algumas doenças infecciosas. Do ponto de vista profilático,
os indiv́ıduos vacinados não são acometidos pelas graves sintomas causadas pela
infecção, reduzindo a morbidade.

Pode-se, assim, perceber que, no aspecto da Biologia da interação hospedeiro–
parasita, a erradicação é um alvo plauśıvel se houver vacina dispońıvel contra a
infecção. Surge, então, de forma natural, a questão do esforço da vacinação: qual é
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a proporção de indiv́ıduos que devem ser vacinados para resultar em um decĺınio da
incidência, até a completa erradicação da doença? Portanto, se se tem por objetivo a
erradicação de doenças infecciosas, deseja-se quantificar o esforço mı́nimo necessário
para garantir o sucesso do mecanismo de controle a ser implantado. Este conheci-
mento prévio ajuda as autoridades sanitárias no planejamento e implementação de
medidas preventivas. Entende-se por esforço de vacinação o número total de vacinas
que devem ser aplicadas em uma comunidade.

Tendo por objetivo a determinação do número mı́nimo de indiv́ıduos a serem
vacinados em uma comunidade para a erradicação da doença, desenvolve-se um
modelo matemático para este fim. Para tanto, o modelo matemático deve levar
em consideração as caracteŕısticas da transmissão da doença e o mecanismo de
imunidade. Da análise do modelo, especialmente em equiĺıbrio assintótico, pode-
se quantificar o esforço mı́nimo de vacinação para erradicar a infecção. Uma vez
obtida a proporção cŕıtica de indiv́ıduos a serem vacinados, mostra-se como os re-
sultados oriundos da epidemiologia matemática devem ser entendidos e aplicados
na prática. Assim, discute-se extensamente a questão da extrema dificuldade em
erradicar algumas doenças infecciosas, a despeito de modelos matemáticos vatici-
narem a plausibilidade de obter a sua erradicação com uma certa facilidade.

2. Modelo matemático

Com o objetivo de estudar quando e como se obtém a erradicação de doenças
infecciosas, desenvolve-se um modelo matemático baseado nos seguintes aspectos.
O encadeamento do processo infeccioso inicia-se quando um indiv́ıduo suscet́ıvel
entra em contato com o agente infeccioso. Este indiv́ıduo, denominado exposto,
permanece neste estado desde o ińıcio do contato com o v́ırus até o momento em
que se torna um agente transmissor da doença (infectante). Este intervalo de tempo
é denominado peŕıodo de incubação, denotado por σ−1, onde o parâmetro σ é a taxa
de incubação. Por sua vez, o organismo deste indiv́ıduo, denominado de infectante,
passa a combater o agente invasor através de produção de anticorpos espećıficos,
que já se processava desde as primeiras horas após o contato com o v́ırus. Portanto,
após um certo peŕıodo, devido à ação do sistema imunitário, a concentração de v́ırus
no indiv́ıduo passa a ser zero ou praticamente nulo, situação em que não ocorre mais
a eliminação do v́ırus para o meio ambiente. Este tempo é denominado de peŕıodo
de recuperação (ou infecção), designado por γ−1, onde o parâmetro γ é a taxa de
recuperação (ou infecção). Após o peŕıodo de recuperação, o indiv́ıduo passa a ser
imune. Nesta abordagem não se considera a perda de imunidade.

Baseado na história natural da infecção, o modelo considera uma comunidade
dividida em quatro compartimentos não interceptantes, representados por X(t, a),
H(t, a), Y (t, a) e Z(t, a), que são, respectivamente, as distribuições etárias a dos
indiv́ıduos suscet́ıveis, expostos, infectantes e recuperados no instante de tempo t.
Estas distribuições etárias podem ser transformadas em quantidade de indiv́ıduos.
Por exemplo, X(t, a)da é o número de indiv́ıduos suscet́ıveis compreendido entre as
idades a e a + da, onde da é uma variação muito pequena (infinitesimal) de idade.
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Assim, somando-se a densidade de indiv́ıduos em todas as idades tem-se o número
total de indiv́ıduos em um compartimento, neste exemplo, X̄(t) =

∫ L

0
X(t, a)da

representa o número total de indiv́ıduos suscet́ıveis, com o parâmetro L designando
a idade máxima (longevidade) dos indiv́ıduos.

O modelo é descrito pelas seguintes equações ı́ntegro-diferenciais parciais





(
∂
∂t + ∂

∂a

)
X(t, a) = − [λ(t, a) + ν (t, a) + µ]X(t, a)(

∂
∂t + ∂

∂a

)
H(t, a) = λ(t, a)X(t, a)− (σ + µ) H(t, a)(

∂
∂t + ∂

∂a

)
Y (t, a) = σH(t, a)− (γ + µ) Y (t, a)(

∂
∂t + ∂

∂a

)
Z(t, a) = ν (t, a)X(t, a) + γY (t, a)− µZ(t, a),

(2.1)

onde µ é a taxa de mortalidade natural (não se considera mortalidade diferenciada,
ou seja, mortalidade adicional pela doença) dos indiv́ıduos na comunidade, ν (t, a)
é a taxa de vacinação e λ(t, a) é a força de infecção, definida por

λ(t, a) =

L∫

0

β (a, a′)Y (t, a′)da′, (2.2)

com β (a, a′) sendo a taxa de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis de idade a com
infectantes de idade a′. Para a sua resolução, basta fornecer as condições inciais
(X(0, a) = X0(a), H(0, a) = H0(a), Y (0, a) = Y0(a) e Z(0, a) = Z0(a), obti-
das, preferencialmente, em equiĺıbrio antes da introdução da vacinação, fazendo-se
ν (t, a) = 0) e de contorno (X(t, 0) = µN̄ , onde µN̄ é a taxa de recém-nascidos
quando se tem uma população constante dada por N̄ , e H(t, a) = Y (t, a) =
Z(t, a) = 0, pois não são considerados nem anticorpos maternos, nem transmissão
vertical). O ı́ndice zero nas variáveis indica uma situação epidêmica na ausência de
vacinação.

Estuda-se o caso em que as taxas de vacinação e de contato são independentes
de idade, assumindo valores iguais para todas as idades. Mais ainda, a vacinação
é ininterrupta e com o mesmo valor em todo instante de tempo. Assim, tem-se
β (a, a′) = β e ν (t, a) = ν. Faz-se o estudo do equiĺıbrio assintótico, determinando
os pontos de equiĺıbrio e a estabilidade. Posteriormente, estuda-se o esforço da
vacinação.

O sistema de equações (2.1), que descreve uma comunidade sob um esquema
de vacinação, pode também descrever uma outra situação distinta. A epidemiolo-
gia matemática da infecção sem a vacinação é descrita impondo-se ν (t, a) = 0 na
primeira e na quarta equações do sistema (2.1), e adiciona-se o subscrito 0 nas
variáveis dinâmicas. Suponha que a comunidade encontra-se em equiĺıbrio com
a infecção, no momento imediatamente anterior à introdução da vacinação. A
introdução da vacinação age como uma perturbação neste equiĺıbrio, que leva a
comunidade a um novo valor de equiĺıbrio após decorrido um peŕıodo de tempo.
Matematicamente, este peŕıodo é longo (infinito), por isso a nova distribuição da
doença na comunidade é denominada de equiĺıbrio assintótico.
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2.1. Equiĺıbrio assintótico – Pontos de equiĺıbrio

Quando as taxas de vacinação e de contato forem independentes de idade, o sistema
de equações (2.1) e a equação (2.2) podem ser re-escritos em um único sistema, em
termos de frações de indiv́ıduos x(t), h(t), y(t) e z(t), como





d
dtx(t) = µ− [βy(t) + ν + µ]x(t)
d
dth(t) = βy(t)x(t)− (σ + µ)h(t)
d
dty(t) = σh(t)− (γ + µ) y(t)
d
dtz(t) = νx(t) + γy(t)− µz(t),

(2.3)

onde, por exemplo, x(t) = X̄(t)/N̄ é a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis, a força de
infecção é λ (t) = βy(t) e tem-se a identidade x(t) + h(t) + y(t) + z(t) = 1.

Tem-se dois pontos de equiĺıbrio para o sistema de equações (2.3). O equiĺıbrio
trivial, ou população livre da doença, tem as coordenadas





x = µ
µ+ν

h = 0
y = 0
z = ν

µ+ν ,

(2.4)

que corresponde à erradicação da doença pela vacinação. A vacinação transfere os
indiv́ıduos suscet́ıveis diretamente para a classe dos imunes. Cessando a vacinação,
tem-se então a comunidade toda constitúıda apenas por indiv́ıduos suscet́ıveis, com
x = 1 e h = y = z = 0.

O equiĺıbrio não-trivial, situação em que a doença mantem-se prevalente em uma
comunidade mesmo sob vacinação, tem as coordenadas





x = (µ+σ)(µ+γ)
βσ ≡ 1

R0

h = (µ+ν)(µ+γ)
βσ (Rν − 1)

y = µ+ν
β (Rν − 1)

z = ν
µR0

+ γ(µ+ν)
µβ (Rν − 1) ,

(2.5)

onde R0 e Rν , dadas por

R0 =
βσ

(µ + σ) (µ + γ)
(2.6)

e
Rν = R0

µ

µ + ν
, (2.7)

são, respectivamente, a razão de reprodutibilidade basal e a razão de reprodutibili-
dade (não mais basal, pois o valor é diminúıdo pela vacinação). O equiĺıbrio sem a
vacinação pode ser obtido imponde-se ν = 0 em todas as equações.

Nas infecções por micro-parasitas, a razão de reprodutibilidade basal (sem vaci-
nação) corresponde ao número médio de infecções secundárias que um caso primário
produz, durante todo o seu peŕıodo infeccioso, em uma comunidade totalmente
suscet́ıvel na ausência de qualquer tipo de heterogenidade [6]. Portanto, este número
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fornece uma idéia de quão infectivo (contagioso) é uma infecção. Por heterogenei-
dade entende-se quaisquer fatores que possam alterar a distribuição homogênea da
infecção, por exemplo, idade, condições sócio-econômicas e sazonalidade.

A dinâmica do sistema de equações (2.3) fica determinada se obter as trajetórias
das variáveis dinâmicas ao longo do tempo, que se dirigem a um dos dois posśıveis
equiĺıbrios assintóticos. Pode-se mostrar que há apenas duas posśıveis trajetórias:
nódulo ou espiral [5].

2.2. Estabilidade dos pontos de equiĺıbrio assintótico

A estabilidade dos dois pontos de equiĺıbrio do sistema de equações (2.3) pode ser
determinada pelos autovalores da equação Φ(φ) = det (J∗ − φI) = 0, onde I é uma
matriz identidade 4× 4 e J∗, a matriz jacobiana do sistema de equações (2.3), é

J =




− (µ + ν)− βy(t) 0 −βx(t) 0
βy(t) − (µ + σ) βx(t) 0

0 σ − (µ + γ) 0
ν 0 γ −µ




calculada nos pontos de equiĺıbrio.
Os autovalores correspondentes ao ponto de equiĺıbrio trivial, dado pela equação

(2.4), são φ1 = −µ e φ2 = − (µ + ν) mais as ráızes do polinômio de segundo grau

φ2 + (2µ + σ + γ)φ + (µ + σ) (µ + γ) (1−Rν) = 0.

Este polinômio tem duas ráızes com parte real negativa se, e somente se, Rν < 1
[3]. Portanto, o ponto de equiĺıbrio trivial é localmente e assintoticamente estável
se Rν < 1; e instável se Rν > 1.

No equiĺıbrio trivial sem a vacinação, tem-se x0 = 1 e outras frações nulas.
Esta comunidade sem a infecção é posśıvel se a razão de reprodutibilidade basal
for menor que um, ou R0 < 1. Se este valor ultrapassar unidade (isto é, R0 > 1),
então este ponto é instável, isto é, a doença persiste na comunidade. Assim, a
doença só se torna endêmica se um caso primário produz, em média, um número
de casos secundários maior que unidade. Neste sentido, a vacinação permite que o
valor da razão de reprodutibilidade Rν possa ser diminúıdo para valores menores
que unidade pela retirada de indiv́ıduos da classe dos suscet́ıveis.

Para determinar a estabilidade do ponto de equiĺıbrio não-trivial, substituem-se
as coordenadas dadas pela equação (2.5) na matriz jacobiana. Os autovalores são
φ1 = −µ mais as ráızes do polinômio de terceiro grau

φ3 + aφ2 + bφ + c = 0,

onde os coeficientes a, b e c são dados por




a = (3µ + ν + σ + γ) + (µ + ν) (Rν − 1)
b = (2µ + σ + γ) (µ + ν)Rν

c = (µ + ν) (µ + σ) (µ + γ) (Rν − 1) .
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Este polinômio de terceiro grau obedece os critérios de Routh-Hurwitz se Rν > 1.
Portanto, o ponto de equiĺıbrio não-trivial é localmente e assintoticamente estável
se Rν > 1 [3]; e se Rν < 1, então este ponto é instável. Analogamente, mostra-se a
situação em que não há vacinação, com R0.

Mostrou-se que o ponto de equiĺıbrio trivial é estável se R0 < 1, e instável se
R0 > 1. Por outro lado, o ponto de equiĺıbrio não-trivial é estável se R0 > 1, e
instável se R0 < 1. Em termo do valor de R0, se este for maior que um, tem-se
o equiĺıbrio não-trivial; em caso contrário, tem-se o equiĺıbrio trivial. Note que o
valor da razão de reprodutibilidade basal R0 pode ser diminúıdo pela vacinação até
atingir o valor de bifurcação, ou seja, existe um valor νc tal que a razão de repro-
dutiblidade Rν atinge o valor unitário. Existem apenas dois pontos de equiĺıbrio, e
o sistema dinâmico em estudo apresenta apenas um valor de bifurcação em relação
ao parâmetro ν, cujo valor é obtido impondo-se Rν = 1. Conseqüentemente, todos
os valores de ν maiores que νc resultam em Rν < 1, sendo, assim, a vacinação uma
posśıvel estratégia de erradicação. Em outras palavras, à medida que o valor de
ν aumenta, a epidemia vai se tornando cada vez menos prevalente até se erradicar
quando a taxa de vacinação atinge o seu valor cŕıtico νc.

Todos os resultados foram expressos em função da taxa de contato β. Portanto,
determinando-se seu valor, toda a dinâmica fica conhecida. Porém, pode-se expres-
sar a dinâmica em termo da força de infecção natural λ0, definida pela equação
(2.2), em vez de β. O adjetivo natural para a força de infecção designa uma comu-
nidade sem intervenção de mecanismo de controle. Para tanto, basta multiplicar
a terceira equação do sistema de soluções (2.5), impondo-se ν = 0, por β nos dois
membros, para obter

λ0 = µ (R0 − 1) . (2.8)

Esta equação relaciona a força de infecção natural com a razão de reprodutibilidade
basal. Uma outra relação importante é

R0 =
1
x0

, (2.9)

proveniente da primeira equação do sistema de soluções (2.5). Pela simples ob-
servação, nota-se que a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis em equiĺıbrio antes da in-
trodução da vacinação x0 é igual ao seu valor após a vacinação x. Esta igualdade só
é válida se a força de infecção não for nula. Se uma vacinação erradicar a doença,
isto é, λ = 0, então x0 6= x, como pode ser verificada comparando com a primeira
equação do sistema de soluções (2.4).

3. Esforço de vacinação

A vacinação transfere indiv́ıduos suscet́ıveis para o estado imune sem passar pelo
estágio infectivo. Se a vacinação não erradicar a doença, então a fração de in-
div́ıduos suscet́ıveis em equiĺıbrio antes (indiv́ıduos retirados deste compartimento
unicamente pela infecção, λ0) é igual a pós-vacinação (indiv́ıduos retirados deste
compartimento pela infecção mais a vacinação, λ + ν). Para determinar o esforço
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da vacinação, estuda-se a distribuição etária dos indiv́ıduos suscet́ıveis antes da
vacinação X0(a), governada pela equação

d
daX0(a) = − (λ0 + µ) X0(a), (3.10)

e a distribuição após a vacinação X(a), dada por

d
daX(a) = − (λ + ν + µ) X(a). (3.11)

Ambas as equações têm a mesma condição inicial X0(0) = X(0) = µN̄ . Note que a
distribuição etária de todos os indiv́ıduos é dada por

d
daN(a) = −µN(a),

cuja solução é N(a) = µN̄e−µa, onde usou-se a condição inicial N(0) = µN̄ .
As distribuições etárias de indiv́ıduos suscet́ıveis antes e após a vacinação, re-

solvendo, respectivamente, as equações (3.10) e (3.11), são
{

X0(a) = µN̄e−(λ0+µ)a

X(a) = µN̄e−(λ+ν+µ)a.

Assim, os números totais de indiv́ıduos suscet́ıveis são
{

X̄0 = µ
λ0+µN̄

X̄ = µ
λ+ν+µN̄ ,

calculados da definição X̄ =
∫ L

0
X(a)da, com L → ∞. Para λ > 0, sabe-se que

X̄0 = X̄, portanto tem-se que
λ0 = λ + ν. (3.12)

Esta identidade não se verifica quando a doença for erradicada pela vacinação,
ou seja, quando λ = 0. Assim, a validade desta igualdade é garantida se ν <
λ0, enquanto para ν > λ0 não se verifica (ou melhor, não há nenhuma relação
matemática que ligue situações antes e depois de vacinação). No limiar, isto é,
νc = λ0 (entendendo como o limite λ → 0), a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis pode
ser dada pela primeira equação do sistema de soluções (2.4) com ν = νc ≡ λ0.
Portanto, restrito apenas aos equiĺıbrios natural (antes da vacinação) e assintótico
(depois da introdução da vacinação), não é posśıvel a determinação da proporção
de indiv́ıduos suscet́ıveis vacinados p, definida por

p =
X̄0 − X̄

X̄0
= 1− X̄

X̄0
, (3.13)

pois a diferença X̄0 − X̄, por força da equação (3.12), é sempre zero para ν ≤ νc.
Logo, não há como distinguir indiv́ıduos suscet́ıveis transferidos para outros com-
partimentos imunes por vacina dos por infecção usando o sistema dinâmico repre-
sentativo do modelo, já que a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis não sofre alteração
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para ν ≤ νc. Matematicamente, há dois parâmetros desconhecidos, λ e ν, mas ape-
nas uma única equação que os relaciona, dada pela equação (3.12), o que implica
em infinitas possibilidades de soluções (vide [9] para uma discussão mais extensa).
Para ν > νc não há nenhuma relação matemática entre λ0 e ν.

A equação (2.7) relaciona os valores Rν e R0 por meio da taxa de vacinação ν.
Mostrou-se que para os valores ν ≤ νc, não há como relacionar univocamente a taxa
de vacinação ν com a proporção vacinada p. Assim, não há como obter também
o seu valor limiar pc, que é o esforço mı́nimo de vacinação para a erradicação da
doença, pois para valores de p ≥ pc ocorre a erradicação da doença. Note que para
se obter pc, deve-se usar νc. A equação (3.12), para ν ≤ νc, mostra que 0 ≤ λ ≤ λ0.
Assim, relaciona-se p com ν de tal modo que aquele esteja entre os valores mı́nimo
e máximo. O valor mı́nimo pm corresponderia a usar λ = λ0 na equação (3.11) e o
valor máximo pM , a usar λ = 0 na equação (3.11). Matematicamente, resolve-se a
questão da variável livre impondo a uma delas (no caso, λ) um valor fixo.

Fazendo-se λ = 0 na equação (3.11), e usando a equação (3.13), obtém-se

pM = 1− µ

µ + ν
=

ν

µ + ν
. (3.14)

Desta equação obtém-se a relação entre Rν e R0, que é dada por

Rp = (1− p)R0, (3.15)

onde Rν foi re-escrito como Rp. Fazendo-se λ = λ0 na equação (3.11), e usando a
equação (3.13), obtém-se

pm = 1− µ

µ + λ0 + ν
=

ν

µ + λ0 + ν
. (3.16)

O valor da proporção exata de indiv́ıduos suscet́ıveis do modelo está entre estes dois
valores, ou seja, pm ≤ p ≤ pM .

O valor limiar da proporção de indiv́ıduos suscet́ıveis vacinados para erradicar
uma infecção pc é obtido quando se impõe ν = νc = λ0 nas equações (3.14) e (3.16),
resultando, respectivamente, em pc

M = λ0/ (µ + λ0) e pc
m = λ0/ (µ + 2λ0). Usando

as equações (2.8) e (2.9), pode-se relacionar os valores cŕıticos extremos de pc com
a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis x0. Tem-se, assim,

{
pc

m = 1−x0
2−x0

pc
M = 1− x0,

(3.17)

com pc
m ≤ pc ≤ pc

M . Ambas as expressões são monotonicamente decrescentes
para 0 ≤ x0 ≤ 1, conforme mostra Figura 1. Note que x0 = 0 equivale a ter
R0 →∞, correspondendo a uma doença extremamente contagiosa; enquanto x0 = 1
equivale a ter R0 = 1, correspondendo a uma doença praticamente não-contagiosa
(independentemente de número de casos introduzido na comunidade, esta doença
vai naturalmente para a sua erradicação).

No entanto, vacinar uma proporção pc de indiv́ıduos suscet́ıveis equivale a vaci-
nar uma fração fc de todos os indiv́ıduos da comunidade. Os valores extremos



Esforço de Vacinação 11

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x0

pc

Figura 1: Os valores cŕıticos extremos de pc em função da fração de indiv́ıduos
suscet́ıveis x0: as curvas referem-se ao extremo inferior pc

m (fina) e ao extremo
superior pc

M (grossa). O valor exato de pc situa-se entre as curvas de pc
m e pc

M .

correspondentes a esta fração são dadas por
{

f c
m = (1−x0)x0

2−x0

f c
M = (1− x0) x0,

(3.18)

com f c
m ≤ fc ≤ f c

M . Ambas as expressões crescem e decrescem monotonicamente
para 0 ≤ x0 ≤ 1, sendo que os valores máximos ocorrem para, respectivamente,
x∗0 = 2 − √

2 ≈ 0, 586 (f c
m(x∗0) ≈ 0, 17) e x∗0 = 0, 5 (f c

M (x∗0) = 0, 25), conforme
mostra Figura 2. Portanto, para obter a quantidade de vacinas a serem aplicadas
na comunidade, designada por Qc, basta multiplicar pelo número total de indiv́ıduos
na comunidade, cujos valores extremos são

{
Qc

m = f c
mN̄ = (1−x0)x0

2−x0
N̄

Qc
M = f c

M N̄ = (1− x0)x0N̄ ,
(3.19)

com Qc
m ≤ Qc ≤ Qc

M .
Assim, o montante mı́nimo de vacinas a serem aplicadas para se erradicar uma

infecção situa-se, no pior dos casos, entre 17% e 25% da quantidade de pessoas na
comunidade, sendo que, para x0 diminuindo ou aumentando a partir deste valor, o
montante de vacinas a serem aplicadas diminui. Observe que a proporção vacinada
não depende da comunidade considerada, mas somente da infecção, tendo o mesmo
valor para comunidades pequenas e grandes, enquanto o esforço de vacinação de-
pende linearmente com o número de indiv́ıduos de uma comunidade. Por exemplo,
para uma doença com R0 = 2, tem-se x0 = 0, 5, o que resulta em f c

M = 0, 25, ou
seja, vacina-se 25% de indiv́ıduos da população. Quanto ao esforço de vacinação,
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Figura 2: Os valores cŕıticos extremos de fc em função da fração de indiv́ıduos
suscet́ıveis x0: as curvas referem-se ao extremo inferior f c

m (fina) e ao extremo
superior f c

M (grossa). O valor exato de fc situa-se entre as curvas de fc
m e f c

M .

ele, porém, aumenta com o tamanho da população considerada: se N̄ = 100, então
o número mı́nimo de vacinas aplicadas é Qc

M = 25; enquanto se N̄ = 100.000, então
o número mı́nimo de vacinas aplicadas é Qc

M = 25.000.
Dependendo como todos estes resultados da epidemiologia matemática são com-

preendidos, a aplicação segue em duas formas distintas.

3.1. Aplicação direta dos resultados – Abordagem clássica

Na história da humanidade, infecções estiveram sempre presentes, e muitas delas
perpetuaram-se até os dias atuais. Em relação às infecções que não deixam seqüelas
(no sentido de deixar uma “marca” que identifique como tendo sido exposto à in-
fecção), as pessoas não se preocuparam com o isolamento de indiv́ıduos doentes.
Porém, em relação às infecções que deixavam marcas, as pessoas aprenderam a
se defender através de isolamento de indiv́ıduos doentes, ou de vilas e cidades em
que a doença era endêmica. Uma outra alternativa foi a emigração de indiv́ıduos
saudáveis (suscet́ıveis e recuperados). Assim, na ausência de vacina (tempos pas-
sados), o isolamento de indiv́ıduos infectantes (sintomáticos, pois os assintomáticos
não manifestam quadros cĺınicos da doença) tem quase os mesmos prinćıpios de
ação da vacina: evita-se que o agente infeccioso encontre indiv́ıduos suscet́ıveis,
sendo que o isolamento age como uma barreira protetora destes indiv́ıduos.

Os resultados da epidemiologia matemática mostram que o esforço de vacinação
é máximo para x0 em torno de 0, 5, reduzindo-se à medida que decresce ou cresce a
partir deste valor. Em termos de razão de reprodutibilidade basal, o esfoço maior
ocorre para R0 ∼ 2. Faz-se algumas asseverações epidemiológicas.
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Quando as doenças infecciosas que deixavam seqüelas apresentavam alta (R0

muito elevado) ou baixa (R0 próximo de um) infectividade, de certa forma o isola-
mento foi um mecanismo de proteção eficiente. Como tem-se por objetivo a proteção
de indiv́ıduos suscet́ıveis, isola-se indiv́ıduos infectantes e, assim, quanto maior o
número destes indiv́ıduos isolados, mais indiv́ıduos suscet́ıveis estarão protegidos.
Assim, proteger uma fração elevada de indiv́ıduos da comunidade deve requerer um
ŕıgido isolamento de indiv́ıduos infectantes, cujo esforço deve diminuir se o obje-
tivo é proteger um número menor de indiv́ıduos suscet́ıveis. Portanto, em casos
extremos de infectividade, a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis a serem protegidos
(isolados dos infectantes) era relativamente baixa — da mesma maneira que a ação
de uma vacinação —, o que facilitaria a erradicação destas doenças. Dessa forma,
doenças que deixam seqüelas, para se evadirem de isolamentos e se perpetuarem,
precisavam apresentar um valor próximo de dois para a razão de reprodutibilidade
basal, a fim de aumentar o esforço para isolar indiv́ıduos sintomáticos. Portanto,
doenças, que deixam seqüelas e que têm um valor para a razão de reprodutibilidade
basal próximo de dois, podem ter perpetuado até os dias atuais e, juntamente com
aquelas que não deixam nenhuma seqüela, são as moléstias–alvos das vacinas para
a erradicação.

Um exemplo destas infecções pode ser a vaŕıola, que foi considerada erradi-
cada pela vacinação. As caracteŕısticas epidemiológicas desta doença podem ser
traduzidas como uma infecção com seqüelas que apresenta R0 próximo de 2, o que
permitiu a sua erradicação através de vacinação em massa. Contudo, em vez de
vacina, esta infecção pôde ser eliminada pelo isolamento em muitos páıses com boa
infra-estrutura de saúde coletiva.

Mas, como se explica a persistência de algumas doenças infecciosas, como rubéola
e sarampo, a despeito de intensas campanhas de vacinação, cujo esforço em muitos
páıses, como Brasil, está muito acima do valor cŕıtico preconizado pelos modelos
matemáticos para se conseguir a erradicação? Antes de ser levado pelo impulso
inicial de abandonar modelos matemáticos que fundamentam-se na lei da ação
das massas, faz-se uma interpreção parcimoniosa dos resultados epidemiológicos
matemáticos.

3.2. Aplicação parcimoniosa dos resultados – Abordagem al-
ternativa

A abordagem anterior determinou o esforço de vacinação levando em consideração os
indiv́ıduos suscet́ıveis, sendo que nos resultados epidemiológicos estavam impĺıcitos
o fato de que os indiv́ıduos suscet́ıveis podiam ser facilmente identificados. Em
outras palavras, os indiv́ıduos imunes trariam alguma marca que os distinguiam
dos demais. Mas, se isto não for verdade, como elaborar e determinar o esforço
de vacinação para erradicar uma doença? Deve-se mudar o modelo? Não, pois o
modelo matemático está embasada na biologia (simplificada, é claro) da interação
hospedeiro–parasita.

Em vez de supor que o modelo esteja errado, deve-se entender melhor os seus
resultados. O modelo preconiza uma fração pc de indiv́ıduos suscet́ıveis (corres-
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pondendo a uma fração fc de todos os indiv́ıduos da comunidade) que devem ser
vacinados, se os indiv́ıduos suscet́ıveis forem identificáveis. Mas, quando estes não
puderem ser diferenciados dos demais (dos imunes, principalmente, pois estes for-
mam geralmente a maior proporção na comunidade), em vez de entender o esforço
mı́nimo de vacinação como fcN̄ = Qc, deve ser feita outra pergunta: Quantas pes-
soas de uma comunidade devem ser vacinadas para que uma fração pc de indiv́ıduos
suscet́ıveis seja efetivamente vacinada? Para responder a esta pergunta, usa-se os
métodos estat́ısticos.

Do ponto de vista estat́ıstico, esta é uma pergunta sem resposta. Para que
torne um problema estat́ıstico bem posto, é preciso reformular a pergunta: Quantas
pessoas de uma comunidade com N̄ indiv́ıduos devem ser vacinadas para que um
número mı́nimo X̄c = pcX̄ de indiv́ıduos suscet́ıveis seja efetivamente vacinado
com probabilidade de confiança 1− α?

Para esta pergunta, a resposta para o caso de se querer ter 100% (α = 0) de
chance de vacinar X̄c indiv́ıduos suscet́ıveis é óbvia: deve-se vacinar um número de
indiv́ıduos dado por N̄ − X̄ + X̄c. Portanto, estuda-se o esforço de vacinação para
valores de α não-nulos considerando-se vários tamanhos de população.

3.2.1. Sobre a amostragem

Para se responder a pergunta do ponto de vista estat́ıstico, entende-se a deter-
minação do número de indiv́ıduos da comunidade a serem vacinados como um
problema de amostragem. Considere uma população onde os indiv́ıduos podem
ser classificados em 2 grupos: os suscet́ıveis e os imunes (os poucos indiv́ıduos ex-
postos e infectantes estão inclúıdos neste grupo). O interesse volta-se apenas para
um dos grupos, o dos indiv́ıduos suscet́ıveis, que serão vacinados. Assume-se que os
indiv́ıduos dos dois grupos não podem ser identificados apenas visualmente. Assim,
diante da dificuldade de se descobrir quem pertence ao grupo dos suscet́ıveis que
serão vacinados, escolhe-se aleatoriamente uma proporção de indiv́ıduos da popu-
lação toda para ser vacinada.

Determina-se o número de indiv́ıduos vacinados de uma população N̄ , em que
se tem X̄0 indiv́ıduos suscet́ıveis, para que se tenha uma proporção mı́nima δ0

da população de suscet́ıveis vacinada. Para tanto, usa-se a fração de indiv́ıduos
suscet́ıveis na comunidade x0 = X̄0/N̄ , a proporção da população vacinada δ, o
tamanho da amostra n = N̄δ e a variável aleatória representando o número de in-
div́ıduos suscet́ıveis na amostra K = ΓX̄0.

Na amostragem, a variável aleatória K tem distribuição exata hipergeométrica
(Hi), dada por

Pr[K = k] =

(
X̄0

k

)(
N̄ − X̄0

n− k

)

(
N̄
n

) , (3.20)

sendo denotada por Hi(N̄ , X̄0, n), onde Pr designa a probabilidade. Dependendo
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de certas condições, ela pode ser aproximada pela distribuição normal

N

(
nX̄0

N̄
, n

X̄0

N̄
× N̄ − X̄0

N̄
× N̄ − n

N̄ − 1

)
.

Tomando-se N̄ − 1 ≈ N̄ tem-se que Γ = K/X̄0 tem distribuição aproximadamente
normal dada por

N

(
δ,

(x−1
0 − 1)
N̄

δ(1− δ)
)

.

Portanto, a primeira questão relativa à amostragem, qual dever ser o número ou
a proporção da população total que dever ser vacinada (dada por δ), se se deseja
que, com probabilidade no mı́nimo igual a (1− α), a probabilidade de cobertura (a
proporção vacinada da população de indiv́ıduos suscet́ıveis) seja maior ou igual a
δ0, é respondida.

O objetivo é encontrar δ tal que

Pr[Γ ≥ δ0] ≥ 1− α

ou
Pr[ΓX̄0 ≥ δ0X̄0] ≥ 1− α.

A solução exata consiste em calcular o menor valor de n tal que

Pr[Hi(N̄ , X̄0, n) ≥ δ0X̄0] ≥ 1− α. (3.21)

Em muitas situações pode-se usar solução aproximada utilizando a aproximação
normal. Pela aproximação normal, tem-se que a proporção da população total a ser
vacinada é solução da equação do segundo grau (escolhendo-se o valor da solução
entre 0 e 1)

δ = δ0 − 0, 5
X̄0

+ zα

[
(x−1

0 − 1)
N̄

δ(1− δ)
]1/2

,

onde zα é o (1−α) quantil da distribuição normal padrão e o termo X̄−1
0 /2 é devida

à correção de continuidade. Uma segunda aproximação é dada por

δ = δ0 − 0, 5
X̄0

+ zα

[
(x−1

0 − 1)
N̄

δ0(1− δ0)
]1/2

.

Esta expressão mostra de forma mais clara a dependência da quantidade adicional
amostral em relação à nominal (δ − δ0) em função de N̄ , X̄0, x0, α e δ0. A pro-
porção adicional é diretamente proporcional a |δ − 1/2| e (1 − α), e inversamente
proporcional a N̄ e x0. A qualidade das aproximações é diretamente proporcional
a N̄ e α, e inversamente proporcional a |x0 − 1/2|.

Uma outra questão relativa à amostragem, sendo vacinada exatamente a pro-
porção δ da população total, qual a probabilidade de que a proporção vacinada da
população de indiv́ıduos suscet́ıveis seja menor ou igual a δ0, é repondida.



16 Yang e Hotta

Este procedimento não será abordada neste trabalho, pois o objetivo é deter-
minar o número de indiv́ıduos a serem vacinados de uma comunidade para que se
vacine um número desejado de indiv́ıduos suscet́ıveis. Contudo, esta probabilidade
é dada por

β = Pr[K(X̄0, N̄ , N̄δ) ≤ δ0X̄0] = Pr[Γ ≤ δ0].

A aproximação normal, sem correção de continuidade e considerando N̄ ' N̄ − 1,
permite ver de forma clara como os diversos parâmetros influenciam esta probabi-
lidade. Ela é dada por

β ∼= Pr


Z ≤

√
N̄

(
δ0
δ − 1

)
√

(x−1
0 − 1)(δ−1 − 1)


 .

Para o cálculo de probabilidade de sub-amostragem tem-se que (δ0/δ) − 1 < 0
e, portanto, esta probabilidade é inversamente proporcional ao tamanho da po-
pulação N̄ , à proporção da população de indiv́ıduos suscet́ıveis x0, e à proporção
da população amostrada δ. Quando o tamanho da população ou a proporção da
população de indiv́ıduos suscet́ıveis é baixa a probabilidade de se ter uma sub-
representação razoável não é despreźıvel.

3.2.2. Resultados

A questão da amostragem será estudada para dois valores de α considerando-se 4
tamanhos de população. Tabela 1 apresenta, para alguns valores de x0 usados na
amostragem, os valores extremos para pc e fc calculados pelas equações (3.17) e
(3.18).

x0 pc
m (%) pc

M (%) fc
m (%) fc

M (%)
0,01 49,75 99 0,50 1
0,05 48,72 95 2,45 4,75
0,1 47,37 90 4,73 9
0,2 44,44 80 8,89 16
0,5 33,33 50 16,67 25
0,7 23,08 30 16,15 21
0,9 9,10 10 8,18 9

Tabela 1. Os valores cŕıticos extremos para suscet́ıveis pc e para população toda fc

em função de fração de indiv́ıduos suscet́ıveis x0.

Na Tabela 2 apresenta-se o valor do esforço de vacinação mı́nimo, relativo ao
extremo inferior Qc

m, correspondente aos valores de x0 dados na Tabela 1, para 4
diferentes tamanhos de população. O valor de Qc

m é calculado usando-se a equação
(3.19). Observe que para x0 = 0, 7 tem-se valores de Q̄c

m próximos aos de x0 = 0, 5.
Por isso este valor é suprimido no cálculo do tamanho da amostragem. Se o grupo
de indiv́ıduos suscet́ıveis puderem ser discriminados, a “amostragem” de indiv́ıduos
a serem vacinados é dada pela Tabela 2.
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x0 N̄ = 100 N̄ = 1.000 N̄ = 10.000 N̄ = 100.000
0,01 1 5 50 498
0,05 3 25 244 2.436
0,1 5 48 474 4.737
0,2 9 89 889 8.889
0,5 17 167 1.667 16.667
0,7 17 162 1.616 16.154
0,9 9 82 819 8.182

Tabela 2. O valor de Q̄c
m, a parte inteira de f c

mN̄ mais 1, em função de fração de
indiv́ıduos suscet́ıveis x0, para comunidades de diferentes tamanhos N̄ .

Tabela 2 fornece o número mı́nimo de vacinas (extremo inferior) que devem
ser aplicados em uma comunidade para a erradicação da doença. Sendo os in-
div́ıduos suscet́ıveis pasśıveis de serem identificados, esta tabela fornece o número
de indiv́ıduos suscet́ıveis, escolhidos dentre todos os indiv́ıduos da comunidade,
que devem ser vacinados. Em caso contrário, resolve-se o seguinte problema de
amostragem: determinar o número de indiv́ıduos de uma comunidade que devem
ser vacinados para se ter no mı́nimo X̄ indiv́ıduos suscet́ıveis com uma probabilidade
igual a 1− α, em uma população com tamanho N̄ .

Inicialmente, trata-se de uma comunidade pequena, representativo de um aglo-
merado de famı́lias, considerando-se N̄ = 100. Tabela 3 resume o tamanho da
amostra para diversos valores de x0, p e α. O valor de pc

m é dado na Tabela 1.
Para um valor fixo de α verifica-se, para pc

m com diversos valores de x0, que o es-
forço de vacinação decresce à medida que a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis aumenta
(para α = 0, 10 compare a segunda coluna da Tabela 2 com a terceira coluna da
Tabela 3). Por exemplo, para x0 = 0, 01 (doença altamente contagiosa, R0 = 100),
deve-se vacinar apenas 1% (Tabela 2) da população, segundo a abordagem clássica;
porém, na abordagem amostral, deve-se vacinar no mı́nimo 90% (Tabela 2). Con-
tudo esta diferença diminui com o aumento de x0. Por outro lado, o esforço de
vacinação aumenta se a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis a serem vacinados aumen-
tar, conforme mostram as segunda, quarta e sexta colunas para α = 0, 05 da Tabela
2. Em geral, o esforço de vacinação situa-se acima da proporção de indiv́ıduos
suscet́ıveis que se deseja vacinar, sendo que a diferença é menor quanto maior for a
proporção de suscet́ıveis (compare a sexta linha, correpondente a x0 = 0, 9). Ob-
serve que o tamanho da amostra para uma proporção de indiv́ıduos suscet́ıveis a
serem vacinados a uma dada confiança sempre decresce com a proporção de in-
div́ıduos suscet́ıveis; exceto para proporções elevadas de vacinação e fração de in-
div́ıduos suscet́ıveis baixa. Por exemplo, na sexta e na sétima colunas da Tabela
3 o tamanho da amostra aumenta quando x0 aumenta de 0, 01 para 0, 05. Isso se
deve ao fato de, para x0 = 0, 05 deve-se vacinar todos os 5 indiv́ıduos suscet́ıveis,
que é mais dif́ıcil do que vacinar um único indiv́ıduo suscet́ıvel para x0 = 0, 01.
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x0 pc
m(α1) pc

m(α2) 0, 70(α1) 0, 70(α2) 0, 90(α1) 0, 90(α2)
0,01 95 90 95 90 95 90
0,05 81 70 92 89 99 98
0,1 69 64 85 81 96 95
0,2 59 56 81 79 96 94
0,5 42 40 77 75 94 93
0,9 12 11 72 72 91 91

Tabela 3. O tamanho da amostra necessário para se ter uma cobertura de vacinação
p dos indiv́ıduos suscet́ıveis, com probabilidade igual a 1 − α, em uma população
com N̄ = 100. Usou-se três valores de p (pc

m, 0, 70 e 0, 90) e dois, para α (α1 = 0, 05
e α2 = 0, 10).

Trata-se agora de uma comunidade pequena, como um vilarejo, considerando-se
N̄ = 1.000. Tabela 4 resume o tamanho da amostra para diversos valores de x0, p
e α. O valor de pc

m é dado na Tabela 1.

x0 pc
m(α1) pc

m(α2) 0, 70(α1) 0, 70(α2) 0, 90(α1) 0, 90(α2)
0,01 696 645 850 812 963 946
0,05 602 578 786 766 946 935
0,1 553 536 763 749 936 928
0,2 495 483 744 734 926 920
0,5 358 353 723 718 914 911
0,9 96 95 708 706 905 904

Tabela 4. O tamanho da amostra necessário para se ter uma cobertura de vacinação
p dos indiv́ıduos suscet́ıveis, com probabilidade igual a 1 − α, em uma população
com N̄ = 1.000. Usou-se três valores de p e dois, para α (Tabela 3).

Trata-se de uma comunidade um pouco maior que um vilarejo, considerando-se
N̄ = 10.000. Tabela 5 resume o tamanho da amostra para diversos valores de x0, p
e α. O valor de pc

m é dado na Tabela 1.

x0 pc
m(α1) pc

m(α2) 0, 70(α1) 0, 70(α2) 0, 90(α1) 0, 90(α2)
0,01 5.762 5.585 7.657 7.507 9.369 9.286
0,05 5.229 5.150 7.311 7.241 9.190 9.148
0,1 4.982 4.928 7.218 7.169 9.136 9.106
0,2 4.607 4.571 7.147 7.114 9.093 9.073
0,5 3.411 3.394 7.074 7.058 9.048 9.037
0,9 926 922 7.025 7.019 9.016 9.013

Tabela 5. O tamanho da amostra necessário para se ter uma cobertura de vacinação
p dos indiv́ıduos suscet́ıveis, com probabilidade igual a 1 − α, em uma população
com N̄ = 10.000. Usou-se três valores de p e dois, para α (Tabela 3).

Finalmente, trata-se de uma comunidade grande, como uma pequena cidade ou
um bairro de uma cidade grande, considerando-se N̄ = 100.000. Tabela 6 resume
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o tamanho da amostra para diversos valores de x0, p e α. O valor de pc
m é dado na

Tabela 1. O valor de Q̄c
m, para x0 = 0, 001 que não consta na Tabela 2, é 498.

x0 pc
m(α1) pc

m(α2) 0, 70(α1) 0, 70(α2) 0, 90(α1) 0, 90(α2)
0,001 57.655 55.870 76.596 75.088 93.706 92.869
0,01 52.336 51.766 72.279 71.770 91.422 91.106
0,05 49.844 49.594 71.021 70.795 90.655 90.510
0,1 48.145 47.973 70.707 70.550 90.456 90.355
0,2 44.960 44.846 70.473 70.368 90.306 90.239
0,5 33.579 33.525 70.237 70.185 90.154 90.120
0,9 9.141 9.130 70.079 70.062 90.052 90.040

Tabela 6. O tamanho da amostra necessário para se ter uma cobertura de vacinação
p dos indiv́ıduos suscet́ıveis, com probabilidade igual a 1 − α, em uma população
com N̄ = 100.000. Usou-se três valores de p e dois, para α (Tabela 3).

As Tabelas 3 a 6 mostraram o número de indiv́ıduos da população que devem
ser vacinados para algumas combinações de N̄ , x0, δ e α. Os valores encontrados
mostram que os comentários sobre as aproximações são válidos (a primeira apro-
ximação é boa mesmo para os casos extremos, embora neste caso ela tenha uma
pequena sub-estimação, enquanto a segunda aproximação tende a super-estimar o
tamanho da amostra necessário, mas pode ser considerada boa) e que a quantidade
adicional amostral em relação á nominal em alguns casos pode ser bastante elevada.

4. Discussão

As infecções transmisśıveis são as doenças causadas por agentes infecciosos trans-
mitidas de uma fonte (indiv́ıduos infectantes, animais, reservatórios) para um in-
div́ıduo suscet́ıvel direta (vias aéreas) ou indiretamente (hospedeiro ou vetor). Estas
doenças, em geral as doenças tropicais, estão fortemente relacionadas com adversi-
dades tanto ambientais quanto econômicas.

Em relação ao agente infeccioso, existem algumas propriedades epidemiológicas
principais: a infectividade (ou transmissibilidade, ou contagiosidade), a patogenici-
dade, a virulência e a dose infectante. A infectividade está relacionada à capacidade
do agente penetrar e multiplicar no novo hospedeiro, disseminando, assim, na co-
munidade. Por exemplo, o v́ırus da gripe é muito mais infectivo do que o v́ırus da
rubéola. A patogenicidade é a capacidade do micro-organismo, uma vez instalado,
resultar em sintomas em maior ou menor proporção. O sarampo, por exemplo, é
muito patogênico, uma vez que praticamente todos os infectados apresentam sin-
tomas e sinais espećıficos da doença. A virulência é a capacidade do v́ırus resultar
em uma forma grave ou fatal da doença, por exemplo a raiva, em que todos os casos
são fatais. Finalmente, a dose infectante é a quantidade do v́ırus necessária para
iniciar uma infecção.

Em relação ao hospedeiro, este pode ser infectado por uma doença por causa
da suscetibilidade, isto é, são os indiv́ıduos que não possuem resistência ao agente
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infeccioso, por isso podem contrair a doença quando em contato com o agente in-
feccioso. Outras peculiaridades são a resistência natural e a imunidade, sendo a
primeira não-espećıfica, e a outra, espećıfica que resulta quando exposto ao agente.
Dependendo das caracteŕısticas fisiológicas e genéticas do hospedeiro pode resul-
tar na presença de portadores (os infectados assintomáticos), que são os grandes
responsáveis por manter a doença ao evadir-se dos mecanismos de controle. Por
causa desta adaptação, pode-se induzir a uma resistência utilizando-se as vacinas.

As formas de interação do sistema hospedeiro–parasita influenciam na trans-
missão da infecção. Esta transmissão ocorre no meio-ambiente em que pessoas estão
distribúıdas geograficamente. Portanto, as flutuações do meio-ambiente, como as
variações sazonais e presença de reservatórios fora o homem, e as condições sócio-
econômicas, como a forma de agregação geográfica e o conv́ıvio social, alteram
bruscamente as epidemias.

Todos estes fatores devem ser considerados em um modelo matemático para
que se proponham medidas mais efetivas para a erradicação de infecções de trans-
missão direta. Mas modelos com um número elevado de parâmetros não são fáceis
de analisar. Diante deste dilema, procura-se uma situação intermediária em que
parâmetros considerados mais relevantes sejam escolhidos em detrimento de outros,
para se obter um modelo matemático não tão complexo que permita um trata-
mento mais formal. Tendo em mente esta parcimônia matemática, estudou-se um
modelo relativamente simples. Os seus resultados foram analisados para determinar
as condições para a erradicação de uma epidemia.

Com o advento de vacinas como formas eficazes de controle de muitas doenças
infecciosas, imaginou-se que elas poderim ser erradicadas através de campanhas de
imunização. Por exemplo, imaginava-se que a erradicação de sarampo poderia ser
obtida no fim do século XX. Entretanto, a vaŕıola foi a única doença considerada
erradicada em todo o globo terrestre. Discute-se as razões que permitiram a sua
erradicação, e compara-se com os resultados da epidemiologia matemática.

A vaŕıola é causada por v́ırus (Poxvirus variolae) que é muito menos infectivo
que outras infecções, como sarampo e rubéola. Acredita-se que um caso primário
não resulte em mais que 3 a 5 casos, e em torno de 20% da forma severa resulta
em morte. As infecções nos indiv́ıduos apresentam duas viremias, e é na segunda
viremia (nos órgãos ricos em tecido ret́ıculo-endotelial) que resulta em infecções leves
e brandas ou em casos graves (o v́ırus aloja-se na pele). Somente casos cĺınicos de
certa gravidade são realmente contagiosos, que são facilmente identificáveis pelos
sintomas (assim como os casos benignos), sendo que indiv́ıduos portadores (casos
subcĺınicos) e os que apresentam forma leve da doença, assim como os convales-
centes, não transmitem a infecção.

Estudos epidemiológicos mostram que a transmissão da vaŕıola ocorre quando há
contatos ı́ntimos com pessoas doentes com certa gravidade, que são facilmente iden-
tificáveis pela intensidade do peŕıodo pré-eruptivo, inclusive nas erupções abortivas.
Por isso, as infecções secundárias ocorrem principalmente entre familiares, escolares
e aqueles nas enfermarias dos hospitais, pois a única fonte de transmissão é o doente,
não existindo nem hospedeiro intermediário, nem reservatório natural fora o homem.

Diante desse quadro, existem duas formas de controlar esta infecção. Em páıses
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que apresentam um bom sistema de saúde pública, a doença pôde ser controlada
através de isolamento de casos e a vigilância sanitária de contatos, como fizeram a
Inglaterra e a Holanda. Em outros páıses, em geral, em desenvolvimento, o controle
é feito através de campanhas de vacinação em massa. Porém, a vacinação pode
resultar em complicações, podendo mesmo até matar. Por exemplo, em um surto
em Nova York, em 1947, de um caso importado de México, ocorreram 14 casos graves
com 2 mortes, tendo terminado por medidas de isolamento e vigilância sanitária.
Entretanto, as vacinações em massa produziram no mı́nimo 48 mortes, dezenas
de casos de vaćınia generalizada e grave encefalite pós-vaćınica, além de grande
número de complicações dermatológicas. Em regiões onde a vacinação em massa foi
introduzida, os novos casos surgem em decorrência de importação de doentes (ou
enxertos). Nesta situação, as estratégias de controle podem ser as vacinações em
anéis expanśıveis, isolamento de casos ou vigilância sanitária de contatos.

Resumindo, a baixa transmissibilidade, doença facilmente identificável e que
deixa marcas nos recuperados, a ausência de portadores e de reservatório natural e o
peŕıodo de incubação uniforme (10 a 14 dias) fizeram da vaŕıola, talvez, uma infecção
a mais fácil de ser combatida e erradicada do que outras doenças contagiosas. Assim,
de certo modo, os resultados clássico da epidemiologia matemática são verificados,
isto é, um esforço de vacinação relativamente baixo.

Dessa forma, para que uma doença infecciosa possa se manter na natureza, o
agente causador precisa ter a capacidade de evasão contra medidas de controle. Por
exemplo, as infecções que resultam na morte adicional são as menos favorecidas para
se perpetuarem, pois a letalidade da doença age contra a sua manutenção [8]. Por
sua vez, as que não induzem à uma mortalidade adicional, porém deixam seqüelas
estão na faixa intermediária quanto à capacidade de se perpetuarem na natureza.
Estas infecções, para a sua erradicação, exigem um isolamento dos indiv́ıduos in-
fectantes, sendo este mais ŕıgido quanto mais o valor de R0 estiver próximo de
2. Finalmente, as mais capacitadas para se perpetuarem na natureza estão as in-
fecções que não deixam nenhuma marca e, ao mesmo tempo, devem ser brandas,
isto é, apresentam sintomas suaves para confundir com outras infecções virais (como
as exantemáticas). A brandura de uma infecção está relacionada com a forma de
interação entre o parasita e o hospedeiro, sendo que a indução de imunidade é tanto
um mecanismo de defesa do último quanto uma forma de perpetuação do primeiro.
Mesmo que os resultados clássicos apontem a possibilidade de erradicação destas
doenças, as infecções com estas caracteŕısticas estão resistindo a intensos esforços
de erradicação. Por isso, para estas doenças devem ser adotadas nova perspectiva
de aplicação dos resultados epidemiológicos. Em outras palavras, deve-se enten-
der o esforço de vacinação não ao número de indiv́ıduos suscet́ıveis que devem ser
vacinados, mas em determinar uma amostra que contenha extamente o número de
indiv́ıduos suscet́ıveis que devem ser vacinados.

Assim, levando-se em consideração apenas o valor da razão de reprodutiblidade
basal (R0) e o esforço necessário para a erradicação, dada pela porcentagem de
indiv́ıduos em uma comunidade (fc×100%) que devem ser vacinados (ou isolados),
pôde-se conjecturar que as infecções que perpetuaram e estão presentes nos dias atu-
ais são aquelas brandas com seqüelas com R0 próximo de 2, ou não deixam seqüela
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nenhuma. Pois, as doenças infecciosas sem estas caracteŕısticas foram erradicadas
na história da humanidade através de intervenções como isolamento ou emigração
dos indiv́ıduos saudáveis de locais de contaminação. A erradicação da vaŕıola e a
grande dificuldade de controlar sarampo coadunam-se com esta hipótese.

Sabe-se que a indução de imunidade por parte dos parasitas pode ser usada
como forma de controle, através de vacinação, diminuindo sensivelmente a fonte
de indiv́ıduos suscet́ıveis. Em contrapartida, as doenças infecciosas brandas, para
se perpetuarem na comunidade em que a vacinação tenha sido introduzida, deve
apresentar valores elevados para a razão de reprodutibilidade basal. Pois quanto
maior for o valor de R0, maior será a dificuldade de efetivamente encontrar e vaci-
nar, mesmo que seja em proporções baixas, os raros indiv́ıduos suscet́ıveis em um
‘mar’ de indiv́ıduos imunes. Atualmente, a rubéola é considerada erradicada em
muitas regiões do mundo, enquanto o sarampo ainda resiste a intensas campanhas
de vacinação. Pode-se explicar esta situação vigente comparando-se os valores da
razão de reprodutibilidade basal. Usando-se os valores µ = 0, 017 e para as forças
de infecção para rubéola e sarampo, respectivamente, λ0 = 0, 0766 e λ0 = 0, 25
(todos os parâmetros, em anos−1) [1]; e a equação R0 = 1 + λ0/µ [6], modificação
da equação (2.6), tem-se, para a razão de reprodutibilidade basal, os seguintes va-
lores: para sarampo, R0 = 15, 7, e para rubéola, R0 = 5, 5. Portanto, a fração de
indiv́ıduos suscet́ıveis para sarampo é x0 = 0, 064, e para rubéola, x0 = 0, 18. Estas
são as doenças exantemáticas, em geral brandas e assintomáticas, que se confundem
com outras exantemas. Por isso, deve-se aplicar a abordagem da amostragem. As-
sim, as Tabelas 3 a 6 mostram que o esforço de erradicação é muito grande, sendo
muito maior para o sarampo para baixas coberturas (p pequeno, em torno de pc

m),
porém diminuindo à medida em que se aumenta o esforço de vacinação (p = 0, 90).

As infecções virais, aquelas brandas, podem ser controladas por vacinas, se es-
tas existirem. Em geral, quando se deseja introduzir campanhas de vacinação, as
únicas informações dispońıveis são relativas às forças de infecção. Deste valor pode-
se calcular a fração de indiv́ıduos suscet́ıveis, utilizando-se os resultados obtidos
de modelo matemático. No ińıcio, sem informação, deve-se levar em consideração
o esforço mı́nimo preconizado pela abordagem de amostragem. À medida que a
vacinação ocorre na comunidade, os indiv́ıduos suscet́ıveis tornam-se discriminados
pelo fato de não terem registro na carteira de vacinação. Mesmo assim, ainda per-
siste o problema, pois nem todos que apresentam registro de vacinação na carteira
de fato são imunes, devido às falhas primária e secundária das vacinas. Por isso,
o esforço mı́nimo deve ser ainda embasado na metodologia de amostragem, porém
dando mais peso para os valores obtidos usando-se o extremo inferior da proporção
cŕıtica pc

m, do que os do extremo superior da proporção cŕıtica pc
M . Assim, apre-

sentar o valor cŕıtico pc dentro de intervalo, pc
m ≤ pc ≤ pc

M , não é uma fraqueza do
modelo, pelo contrário, permite uma maior flexibilidade na aplicação dos resultados
matemáticos para elaborar estratégias de vacinação.

Toda esta discussão foi feita considerando-se apenas o equiĺıbrio assintótico.
Mostrou-se que, quando se aplica uma vacinação constante (a taxa de vacinação ν é
a mesma em todo tempo), duas posśıveis configurações epidêmicas são posśıveis: a
erradicação da doença (ν ≥ νc) ou a persistência da doença em ńıvel de prevalência
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menor que a encontrada antes da vacinação (ν < νc). Matematicamente, o equiĺıbrio
assintótico é obtido após um tempo muito longo, t → ∞, pois as variáveis podem
estar sofrendo variações tão pequenas (como bilionésimos) sem alcançar a condição
de equiĺıbrio. Biologicamente, a unidade de infecção é um indiv́ıduo, e não fração
de indiv́ıduos. Por isso, o equiĺıbrio assintótico pode ser obtido em tempos finitos.
O lapso de tempo entre o ińıcio da vacinação e a situação de equiĺıbrio diminui
com o aumento do valor da taxa de vacinação ν [7]; por isso, para νc o tempo
decorrido para resultar na erradicação da doença é a maior posśıvel, diminuindo-se
progressivamente com o aumento de ν.

Finalmente, as equações (3.14) e (3.16) foram obtidas considerando-se que a
força de infecção pós-vacinação em equiĺıbrio estava limitada entre dois valores
extremos, ou 0 ≤ λ ≤ λ0. Por isso, impôs-se λ = 0 e λ = λ0 para se obter
estas equações. Como está-se estudando uma situação ideal (vacinação constante
ao longo de tempo), a força de infecção (mesmo que possa oscilar, a sua média anual
decresce) diminui gradativamente ao longo do tempo, por isso o valor de proporção
cŕıtica (média anual) ao longo do tempo situa-se entre os dois extremos dados pelas
equações (3.14) e (3.16).

5. Conclusão

O modelo matemático não considerou fatores importantes na transmissão de in-
fecções. Não se considerou, por exemplo, a mutação e a variabilidade antigênica de
v́ırus, tão essenciais para evadir-se diante da resposta imunitária. Nem a perda de
imunidade, e nem a presença de portadores, pois a presença dos transmissores “silen-
ciosos”, assim como os reservatórios naturais, mantém a endemia em baixos ńıveis,
enquanto a perda de imunidade diminui a pressão sobre o v́ırus para a sua perpe-
tuação [6]. A influenza, um exemplo de v́ırus (influenza A, B e C) com variabilidade
antigênica, e a gripe comum (rhinov́ırus), um v́ırus com centenas de sorotipos sem
nenhuma reação cruzada, são doenças cuja erradicação é praticamente imposśıvel.

Mesmo considerando uma única cepa de v́ırus, e todos os fatores relacionados
à transmissão sendo homogêneos, foi posśıvel mostrar a grande dificuldade para
se controlar algumas doenças infecciosas. Portanto, os resultados matemáticos
apresentados aqui representam a situação mais favorável para a erradicação das
infecções, pois as caracteŕısticas acima não foram consideradas. Por exemplo, a
presença dos portadores e a perda de imunidade estão frustrando todas as previsões
otimistas para a erradicação de muitas infecções. Questões sócio-demográficas, de-
vido à intensa mobilidade resultante da globalização das economias dos páıses, são
novos fatores complicadores no combate às doenças infecciosas.

Todos os fatores heterogêneos podem e devem ser levados em consideração para
refinamento do modelo, com o propósito de obter resultados epidemiológicos mais
acurados. Porém, os seus resultados desviarão um pouco do resultado basal obtido
de modelo simplificado. Assim, resultados epidemiológicos obtidos de modelos sim-
plificados, com hipótese de homegeneidade em todos os fatores, podem ser aplicados
para elaborar esquemas de vacinação para erradicação de doenças. Conforme dis-
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cutido neste trabalho, pode-se usar ou a abordagem clássica ou a metodologia de
amostragem para determinar o esforço mı́nimo da vacinação, dependendo das ca-
racteŕısticas da doença entre os indiv́ıduos na comunidade.

Abstract. Mathematical models, based on the accumulated knowledge related to
the disease’s transmission mechanisms, can be a useful tool, not only to describe
the distribution of the infection in a community, but also to provide scenarios
when controlling mechanisms, as vaccinations, are introduced in this community.
One of the fundamental results provided by the model is related to the minimum
vaccination effort, that is, the minimum number of individuals vaccinated to obtain
the eradication of the infection. But, this result must be dealt with care in order
to avoid misunderstandings.
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