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Prefacio

Este volume especial de série TEMA traz as publicacoes de trabalhos apresentados
no mini-simpdsio durante o XXV Congresso Nacional de Matematica Aplicada e
Computacional (CNMAC), realizado em Nova Friburgo, RJ, no periodo entre 16
e 19 de Setembro de 2002. O mini-simpésio foi organizado pelo Prof. H.M. Yang
sob o nome “Matematica aplicada a fisiologia e epidemiologia”, que é o titulo desta
obra.

O mini-simpésio procurou agregar pesquisadores que atuam em fisiologia e em
matematica. Os pesquisadores convidados, trés médicos e trés matematicos, apre-
sentaram seus trabalhos de pesquisa em neurociéncia, imunologia e matemaética
aplicada. O objetivo do mini-simpdsio foi justamente, ao congregar pesquisadores
de areas de conhecimentos distintos, criar um ambiente de discussao e elaboragao
de idéias a respeito da aplicagao da matematica em fisiologia. O interesse tanto dos
palestrantes quanto dos congressistas coroou com éxito este encontro.

Um outro objetivo do mini-simpésio era a participacao do Prof. Cesar Timo-
Taria, fisiologista de renome, para proferir uma palestra na plenaria do Congresso,
além de apresentar trabalho no mini-simpésio. Devido a problema de satide, ele nao
pode participar, mas a sua palestra foi lida no mini-simpdsio pelo Prof. H.M. Yang.

Portanto, este volume especial é fruto do esforco empenhado pelos palestrantes
e, a0 mesmo tempo, uma homenagem ao Prof. Cesar Timo-laria, que se mostrou
extremamente interessado em participar e propor problemas para aplicacao da
matematica em fisiologia, em especial, na neurociéncia.

O Prof. Cesar Timo-Iaria é médico formado pela Escola Paulista de Medicina
em 1952, e professor de Fisiologia da Universidade de Sao Paulo ha 50 anos. De
1953 a 1964 foi docente do Departamento de Fisiologia da Faculdade de Medicina
de Ribeirao Preto da USP e em 1964 foi convidado a se transferir para o Departa-
mento de Fisiologia da Faculdade de Medicina da USP como professor associado.
Nesta Faculdade reformou o curso de fisiologia, em que se ministravam 36 aulas
préticas diferentes. Em 1973, por forga da reforma universitaria, transferiu-se para
o Instituto de Ciéncias Biomédicas da USP, na Cidade Universitaria, do qual se
tornou professor titular em 1972. Em 1984 aposentou-se e retornou a Faculdade de
Medicina da USP, onde passou a dirigir um Laboratério de Investigacao Médica,
funcéo que ainda exerce.

As suas atividades docentes néo se restringiram apenas no Brasil. Prof. Cesar
foi professor assistente do Departamento de Fisiologia da State University of New
York (1958-1959), retornando ao mesmo Departamento como professor associado
em 1968. Em 1962 pesquisou no Instituto de Investigaciones Cerebrales, México,
onde, com Herndndez-Pedn, descobriu o centro do sono. Em 1989 trabalhou na
Universidade do Texas e em 1998 foi convidado a ministrar uma série de conferéncias
na Faculdade de Medicina da Universidade de Aachen (Alemanha).

Preocupado com as pesquisas de ciéncias basicas em Medicina, Prof. Cesar
inventou a idéia dos Laboratorios de Investigacao Médica, os LIMs, que, ao serem
criados, foram os responsaveis pela manutencao do nivel de pesquisa. Foi o primeiro
presidente da Sociedade Brasileira de Fisiologia, criada em 1957, no Rio de Janeiro.



Durante sua carreira, Prof. Cesar fez importantes pesquisas na vasta area da
fisiologia. Relaciona-se as suas maiores descobertas.

1. Descobriu em 1963 o centro de sono (em que hoje trabalham vérios grupos de
pesquisadores americanos).

2. Foi o primeiro a detectar em 1966 o fator natriurético atrial (varios peptideos
da mais alta relevancia, produzidos pelo atrio do coracao e com muitas fungoes
fundamentais no sistema cardiovascular, no renal, etc.), embora nao o hou-
vesse isolado nem caracterizado.

3. Demonstrou em um trabalho ininterrupto que durou 30 anos (1966-1996) a
existéncia de glicoceptores no hipotdlamo lateral, nos ntcleos do trato solitario
e no figado, os quais sao os principais responsaveis pela regulagao da glicemia;
trata-se de sensores (capazes de detectar infimas redugoes da concentragao de
glicose no sangue) que medem a glicemia continuamente e, quando esta baixa,
eles ativam o figado para repor o que foi consumido. Em dado instante, sinais
oriundos do figado vao ao sistema nervoso e desencadeiam a sensagao de fome
e, conseqiientemente, o comportamento alimentar. Esta pesquisa levou-o a
aventar a hipotese de que a fome nao resulta de hipoglicemia mas do trabalho
metabdlico do figado para ndo deixar a glicemia baixar, tendo usado em suas
pesquisas mais de 2.000 gatos, 200 caes, 500 ratos e 40 pessoas.

4. Introduziu em 1977 o rato como animal de escolha para estudar sono e veri-
ficou nesta espécie, pela primeira vez em uma espécie nao-humana, todas as
fases do sono humano, exceto a primeira. Desde 1990 tem feito descobertas
interessantissimas com relagao aos sonhos do rato.

5. Descobriu em 1999 o local em que se situa o niicleo neural que regula o sistema
imunolégico do rato.

6. Descreveu em 2001 no cerebelo todas as fases da vigilia e do sono.

7. Participa de relevante pesquisa que demonstra uma relacao linear entre a
inteligéncia do rato e a freqiiéncia das ondas teta (desde 1999).

O desfecho de uma de suas pesquisas merece ser especialmente relatado: a des-
coberta do centro do sono. Para isso, ele introduziu o carbacol em um dos ntcleos
de Gudden, extremo caudal do circuito de Nauta, e em menos de 20 segundos o
gato entrou em sono profundo, cursando todas as suas fases. O artigo foi enviado
pelos descobridores para a revista SCIENCE, que depois de trés meses devolveu-o
com a escusa de que isto nédo era prioridade da revista (uma desculpa “esfarrapada”
e infantil!). A revista Experimental Neurology aceitou-o, mas logo um dos “donos
do assunto sono” escreveu, em uma longa revisdo, que os gatos (foram mais de 700
experimentos) provavelmente ndo dormiam, mas estavam em coma. Isto, apesar
de a estimulagao elétrica da formacgao reticular do mesencéfalo despertar os ani-
mais, procedimento esse que evidentemente jamais poderia despertar um animal do
coma! Durante 15 anos este artigo permaneceu no limbo, até que um canadense



(Cordeau) leu-o, repetiu o experimento (uma tnica vez!) e confirmou aqueles re-
sultados. Imediatamente Hobson, em Harvard, e Siegel, na California, entraram no
campo e citaram o artigo apenas uma vez. Desde entao ambos sao considerados os
grandes descobridores do centro do sono...

Enfim, Prof. Cesar Timo-Iaria publicou 82 artigos em revistas internacionais e
apresentou 230 comunicacoes em congressos locais e internacionais. Tendo orientado
cerca de 40 mestres e doutores e mais de 100 estudantes, proferiu mais de 200
conferéncias no Brasil e 16 no exterior.

E com grande admiracdo que os autores oferecem este trabalho em sua home-
nagem, esperando que ele assim o considere.

Hyun Mo Yang



SELETA DO CNMAC

Circuitos Neurais

C. TIMO-TARIAY, Laboratério de Neurocirurgia Funcional (LIM 45), Faculdade de
Medicina, Universidade de Sao Paulo, Av. Dr. Arnaldo, 455, CEP: 01246-903, Sao
Paulo, SP, Brasil

Resumo. O sistema nervoso, estrutura mais complexa que por ora conhecemos,
constitui-se de células especiais, os neurénios, os quais se acoplam segundo varios
padroes, com o que geram os circuitos neurais, a maioria sob a forma de micro-
circuitos. Como em eletronica, sdo os circuitos que geram as fungdes neurais. Em
alguns animais inferiores da escala filogenética o sistema nervoso contém poucos
milhares de neurénios, suficientes para programar todas as fungoes desses orga-
nismos; na espécie humana, porém, existem cerca de 100 bilhoes de neurdnios e
mais uns 200 bilhdes de células da glia (as fungdes destas tltimas como partes de
circuitos neurais sao ainda pouco conhecidas mas elas também participam da cir-
cuitaria neural). Os neurénios constituem provavelmente trilhdes de conexoes, que
permitem gerar os complexos comportamentos que caracterizam os animais supe-
riores, inclusive a atividade mental. A coloragao artificial dos neurénios possibilita
a identificacdo de alguns circuitos relativamente simples mas presentemente ape-
nas a microscopia eletrénica permite a identificagdo de microcircuitos elementares;
essa técnica, entretanto, é muito lenta quando se consideram os trilhoes de inter-
conexoes neurais. Portanto, a descricao e a conseqiiente compreensao de como o
acoplamento dos neurénios em circuitos e o dos circuitos em sistemas geram tan-
tas e tdo complicadas fungdes sdo por ora impossiveis. A eletrofisiologia, estudo
dos sinais elétricos gerados pelas células, tem contribuido muito para entendermos
como os circuitos funcionam mas tampouco nos possibilita ainda compreender o
funcionamento de microcircuitos inteiros. A principal razao dessa limitagdo é o fato
de que os microcircuitos existentes em um volume, por exemplo, de um milimetro
cuibico, contém de poucas centenas a milhares de neuronios. Essa limita¢ao torna
impossivel registrar os potenciais de cada um dos neurdnios de um microcircuito
(na realidade, apenas alguns poucos neurdnios vizinhos sao acessiveis ao registro
eletrofisiolégico). Conhece-se presentemente a constituicao de alguns médulos ele-
mentares, que desempenham suas fungdes na distribuicdo de informagées entre os
neurdnios e a periferia (canais sensoriais), desta para o sistema nervoso central e
deste para a periferia (musculos e os érgaos que efetuam os ajustes hemodinédmicos,
ventilatérios, enddcrinos etc.).

1. Introducao

O nome circuito neural é utilizado para denominar conjuntos de neurdnios interliga-
dos estruturalmente a fim de gerar padroes funcionais especificos. O termo circuito
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significa, literalmente, uma associacao fechada mas todos os circuitos neurais tém
um ou mais pontos de entrada e de saida de informagao, sem o que seriam obvia-
mente intteis.

O estudo dos circuitos neurais denomina-se hodologia neural (hodologia, em
grego, significa estudo das vias). Esse nome aplica-se ao estudo das vias neurais,
das rodoviarias, das telefonicas, das eletronicas etc. A hodologia do sistema ner-
voso dos animais vertebrados é, provavelmente, o campo mais complexo da ciéncia,
nao s6 pela complexidade intrinseca dos circuitos como pelo elevado numero de
neurdnios que existem no sistema nervoso dos animais de posigao filogenética mais
elevada na série animal. Na espécie humana calcula-se que hd, aproximadamente,
100 bilhoes de neuronios e uns 200 bilhoes de células gliais, todos direta ou indire-
tamente associados. Como exemplo de tal associagao, é interessante citar as células
de Purkinyé do cerebelo e as conexdes que elas recebem de todo o organismo, para
informar esse érgao nervoso sobre como os comportamentos programados sao exe-
cutados; a comparagao do programa com a execugao permite que o cerebelo efetue
as correcoes & medida que o comportamento se desenvolva. A lesdo de certas partes
do cerebelo impede essa correcao e por isso o comportamento programado é execu-
tado sempre com defeitos. Por conseguinte, o cerebelo é essencial a que o programa
original seja fielmente produzido. Cada célula de Purkinyé recebe entre 300.000 e
400.000 botoes sinapticos, que lhe trazem informagoes de cada parte do organismo
e do préprio circuito de que cada uma participa.

Deve-se destacar aqui a analogia entre a circuitaria eletronica e a circuitaria neu-
ral. Para se entender como funciona um aparelho eletronico é necessario conhecer a
constituicao e a interagao dos elementos que compoem seus circuitos. Para se enten-
der como funciona a circuitaria neural também é necessario conhecer corretamente
sua constituicdo. Entretanto, ao contrario da circuitaria eletronica, que € inteira-
mente conhecida, por ser invengao humana, a neural é ainda muito enigmatica, nao
por falta de pesquisa, que é imensa e se iniciou hé cerca de 120 anos, porém por
causa de sua extraordinaria complexidade, a qual temos minimo acesso experimen-
tal.

2. O neuronio

Presentemente, apenas a microscopia eletronica permite saber como se constitui
um circuito neural simples, sobretudo do sistema nervoso de animais invertebrados.
Acredita-se hoje que entre 80 e 90% dos neurdnios que constituem o sistema nervoso
sao interneuronios, os quais constituem os microcircuitos; os demais estabelecem as
conexoes entre microcircuitos distantes ou enviam informacoes aos 6rgaos periféricos
que inervam e controlam (musculos, coragdo, pulmédes, érgaos digestivos), ou que
deles recebem, os 6rgaos sensoriais. Serao necessarios muitos milhares de anos
de pesquisa intensa para se conhecer adequadamente a constituicao dos circuitos
neurais por intermédio apenas da microscopia eletronica. Somente a esperanca de
que em futuro proximo surjam técnicas suficientemente avangadas para permitir o
acesso experimental aos neurdnios de cada microcircuito nos alimenta a esperanca
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de que sua constitui¢ao, e portanto seu funcionamento, seja inteiramente esclarecida
nos proximos séculos.

Qualquer célula do organismo biolégico sé pode ser devidamente identificada e
estudada quando corada por substancias (corantes) que reagem com componentes
celulares, destacando-os e permitindo por isso identificar cada célula individual-
mente e estudar sua membrana e sua constituigao interna. Poucas estruturas in-
tracelulares podem ser estudadas com luz polarizada ou outras técnicas que nao
impliquem coloragao. No que diz respeito aos neuronios, existem pouquissimos
métodos que os coram por inteiro. Em fins do século XIX o histologista itali-
ano Camillo Golgi inventou uma técnica baseada na reacdo de componentes dos
neur6nios com sais de prata, a qual ainda hoje é o principal meio de corar todo um
neurénio. Interessante é que, por motivos por ora desconhecidos, a técnica de Golgi
cora apenas cerca de 10% dos neurdnios em dada regido do sistema nervoso. Esse
defeito é sua grande qualidade, ja que, se corasse todos os neuronios, qualquer regiao
apareceria como uma placa negra, tal é a concentracao dessas células na maioria das
partes do sistema nervoso. A coloracao de Golgi cora poucos neuroénios mas os que
cora o faz de forma completa; isso permite saber exatamente a forma das células
e onde se encontram, fornecendo informagoes cruciais sobre algumas conexoes do
neurdnio corado. Nao estranha, portanto, que por ora seja impossivel saber como as
células nervosas de um circuito se acoplam entre si e como cada circuito se acopla a
outros, a fim de gerar funcoes especificas. Presentemente conhece-se razoavelmente
a constituicao de apenas uns poucos tipos de circuitos fundamentais, mas identifi-
cados principalmente no sistema nervoso de invertebrados e de alguns vertebrados.

E indubitével que, tal como ocorre em eletronica, a complexidade crescente
do sistema nervoso desde os invertebrados até os vertebrados superiores, inclusive
o homem, resulte do ntimero também crescente de circuitos e dos padroes de sua
associacao. Entretanto, da circuitaria de um radiozinho de bolso a circuitaria de um
supercomputador a distancia é muitissimo menor que a da que existe entre o sistema
nervoso de uma minhoca e o do sistema nervoso humano. Por isso, desvendar toda
a circuitaria constituida pela associacao de alto niimero de neurdnios é a chave para
a compreensao de como o sistema nervoso gera toda a imensa gama de fungoes
que conhecemos, inclusive a consciéncia, o raciocinio e outras formas de atividade
mental etc.

3. Os circuitos

Para se comecar a entender a constituicao de um circuito é necessario antes de
mais nada conhecer a arquitetura de sua unidade fundamental, a célula nervosa ou
neuronio.

A Figura 1 mostra em A um neurénio ideal, esquemaético. O corpo celular ou
pericério emite os dendritos de um lado (por onde entram informagoes) e o axdnio
de outro, quase sempre unico, por onde saem informagdes, sob a forma de impulsos
elétricos (potenciais de agéo). Estes resultam da computacdo, feita pelo pericdrio,
das informagoes que entram pelos dendritos. A Figura 1B e a Figura 1C mostram
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Figura 1: A: esquema de um neurdnio, mostrando o corpo celular (pericdrio), os
dendritos (via de entrada de informacao) e o axénio (via de saida), este envolvido
pela bainha de mielina, constituida de lipides, por isso isolante, e por células de
Schwann, que tém fungao isolante mas também nutritiva do axonio. Na porcao final
o0 ax6nio se divide em numerosos terminais (telodendro), que transmitem informagcao
as células subseqiientes. O pericdrio alimenta e mantém os neuritos (dendritos e
axo6nio). B: neurénio do tipo Golgi I do cértex cerebral de coelho, caracterizado
por dendritos e ax6nios longos. O axdnio emite numerosos ramos colaterais para o
pericdrio dos neurénios com que se comunica (Cajal, 1911). C: neurénio do tipo II
do cortex cerebral de gato, caracterizado por dendritos e axonio curtos, destinados
a conexoes préximas, que predominam nos microcircuitos.
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Membrana pés-sindptica

Figura 2: Vide legenda na pagina 6.
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a aparéncia real de dois neurénios (corados pelo método de Golgi), evidenciando
a arvore dendritica (por onde entram informagoes) e o axbnio (por onde saem in-
formagoes). Nos dendritos hd microscépicas dilatagoes (espinhos dendriticos), des-
tinadas a aumentar localmente sua superficie, fator importante na transmissao de
informacoes de um neurénio a outro. As conexoOes entre neuronios se efetuam por
intermédio de sinapses, que sao contactos diretos ou intermediados por uma fenda
onde sao liberadas moléculas que efetuam a transmissao (neurotransmissores).

A Figura 2 mostra em A um tipo de conexao curta entre neuronios vizinhos,
disposicao que deve ser muito comum nos microcircuitos. A Figura 2B esquematiza
a forma como um neurdnio se acopla a outro distante; pelos dois axonios aferentes
descem impulsos (setas) que terminam em sinapses no corpo celular e nos dendritos.

Os ax06nios da maioria dos neurénios acoplam-se por meio de “botoes terminais”
(como os denominou Cajal, o descobridor dos circuitos e das sinapses). A Figura
2C ilustra uma sinapse elétrica. O botao terminal acopla-se & membrana de um
dendrito ou do pericario de outro neurdénio e as correntes que chegam pelo axénio
sao transferidas diretamente para o neuronio seguinte. Em D vé-se uma sinapse que
termina na membrana de outro neurénio mas na qual a transmissao nao se realiza
por passagem direta da corrente para este. As correntes que fluem pelo botao
terminal desencadeiam a liberacao, na fenda sinaptica, de vesiculas que contém
moléculas ativadoras da membrana seguinte (neurotransmissores), por isso essas
sinapses denominam-se quimicas.

Figura 2 (Legenda). Conexoes entre neurdnios préximos (A) e distantes (B). C:
terminal sindptico (botdo terminal) do tipo elétrico, em que a transmissdo se faz
diretamente entre o botao terminal de um axoénio e o ponto do neuronio seguinte
ao qual a sinapse se acopla. Note-se que as correntes na sinapse elétrica atravessam
diretamente a membrana do neuronio seguinte, ja que a fenda sindptica é muito
delgada e, portanto, oferece resisténcia elevadissima ao fluxo ao fluxo longitudinal
de correntes. D: sinapse do tipo quimico; uma vez que a fenda sindptica é relativa-
mente larga, a resisténcia a correntes ao longo desse espaco é relativamente baixa, o
que impede que elas entrem diretamente na membrana do neurénio seguinte. Nesse
tipo de sinapse a transmissao de um neurdnio para outro é indireta: as moléculas
do neurotransmissor liberadas na fenda sindptica acoplam-se a um receptor (radical
quimico) da membrana, o que despolariza esta tdltima e promove sua ativagdo. E:
a esquerda, curvas de potencial através da membrana, que ilustram conveniente-
mente o que ocorre na membrana durante sua ativagao. O potencial de membrana
do neurdnio pés-sindptico, de cerca de —80 mV, reduz-se (despolarizacao) progres-
sivamente em funcao da intensidade de sua excitacao elétrica. Ao chegar a cerca
de —72 mV a despolarizagdo atinge o limiar (voltagem critica da membrana) e
desencadeia um potencial de acdo (pa na figura) que chega a zero e depois se in-
verte em algumas dezenas de milivolts, gracas a entrada maciga de ions sédio, o
quais tornam o interior positivo em relacao ao exterior. Enquanto os potenciais
parciais, analdgicos (PEPS) sao localizados, o potencial de acdo (pa) propaga-se
por toda a membrana do neurénio, chegando aos botoes terminais, onde transfere
a informag@o ao neurdnio seguinte. A direita, correntes de sentido inverso ao dos
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PEPS, denominadas PIPS e que aumentam o potencial de membrana, tornando esta
menos excitavel. F: fluxo de correntes idnicas entre o botao terminal e a membrana
do neurénio seguinte em sinapse de transmissao elétrica. G: o botao terminal de
um neurénio (2) acopla-se ao botao terminal de outro (1), aumentando ou dimi-
nuindo seu potencial de membrana; no primeiro caso a transmissao pela primeira
sinapse (2) bloqueia a transmissao pela segunda (1), ao passo que no segundo caso
a transmissao sindptica local pelo neurénio seguinte (3) é facilitada.

Na Figura 2E vé-se como pequenas despolarizagoes da membrana do neuronio
crescem & medida que a liberacao de moléculas de neurotransmissores aumenta
(PEPS, potenciais excitadores pds-sindpticos), atingindo o limiar critico. Entéo,
subitamente a membrana se despolariza completamente, originando um impulso
nervoso (ou potencial de acdo, pa, do qual aqui aparece apenas a parte inicial da
fase ascendente). A direita, vé-se o que ocorre com o potencial de membrana em
pontos em que deva haver bloqueio da transmissao: o potencial de membrana,
gracas a liberacao de certos neurotransmissores, em vez de diminuir aumenta, o
que provoca pequenos potenciais de hipopolarizagdo da membrana (PIPS, potencial
inibidor pés-sindptico), tornando muito mais dificil sua ativacao por despolarizagdes
parciais.

Na Figura 2F o botao terminal de um neurénio acopla-se & membrana de outro,
onde provoca despolarizacao ou hiperpolarizacao, o que ativa ou inibe o segundo
neurénio, respectivamente. Em G vé-se um botao terminal acoplando-se ao botao
terminal de outro neur6nio, onde reduz ou incrementa a transmissao pela segunda
sinapse. Esse é um dos arranjos mais poderosos das conexoes interneurdnicas, visto
que é importantissimo o mecanismo de inativagao de neurénios para exclui-los de
um circuito, a fim de possibilitar que a informagao flua de modo definido em certo
instante em certo local de um circuito.

Nos dendritos a informacao é quase sempre apenas analdgica, ao passo que no
axonio a informacao é sempre digital. Isso quer dizer que as informacoes que entram
pelos dendritos sdao potenciais locais e que se manifestam como ondas analdgicas
positivas ou negativas em muitos pontos de contacto, como acabamos de expor.
A soma desses potenciais pelo pericdrio é que dita se a membrana dessa regiao
do neur6nio gera ou ndo um impulso digital e com que freqiiéncia. A voltagem
desses impulsos é sempre semelhante mas a freqiiéncia varia, e é esta que contém
a informagao que serd transferida para outros neurdnios. A Figura 3 ilustra dife-
rentes tipos de associagbes temporais de impulsos nervosos em axénios. Em 3A, o
neur6nio emite raros impulsos de freqiiéncia baixa e irregular porém quando ati-
vado (estimulo) ele emite imediatamente impulsos (potenciais de a¢ao) de freqiiéncia
alta no inicio e depois progressivamente menor, mesmo na vigéncia do estimulo (que
pode ser elétrico artificial ou a partir de impulsos que chegam ao neurénio). Em
3B o neurdnio emite salvas de potenciais de agao, separadas por espagos regulares
ou diferentes; é ébvio que tanto a freqiiéncia de cada salva como os intervalos en-
tre as salvas contém informagao, que serd decifrada pelo neurénio que as recebe.
Em 3C um estimulo pode provocar bloqueio da génese de impulsos (& esquerda)
ou incrementar a freqiiéncia dos impulsos (& direita). Em 3D vé-se o resultado da
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Figura 3: Alguns padrdes de informagao em um neurdnio. A: o neurdnio, emitindo
potenciais de baixa freqiiéncia, é ativado externamente, o que se manifesta como
brusco aumento da freqiiéncia de impulsos, a qual decai (logaritmicamente) du-
rante a aplicacdo do pulso de ativacdo (estimulo). B: o neurénio emite potenciais
em surtos de freqiiéncias variadas, cada uma delas veiculando uma informacao es-
pecifica aos neurdnios seguintes. C: a esquerda, o pulso de ativagdo provoca apenas
um impulso nervoso, seguido de siléncio; a direita, o pulso de ativagao aumenta
a freqiiéncia durante todo o tempo. D: variacdo do potencial de membrana (que
de —80 mV baixa a —60 mV ou menos) quando o pulso (estimulo) despolariza a
membrana (PEPS), o que se manifesta por surto de impulsos de alta freqiiéncia.
E: variagao do potencial de membrana (de —80 mV a —90 mV ou mais) quando o
estimulo provoca aumento do potencial de membrana (PIPS), que se manifesta como
bloqueio, enquanto dura o PIPS, da excitabilidade do neur6nio; conseqiientemente,
os impulsos cessam, retornando quando o PIPS desaparece.
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estimulagao de um neur6nio na membrana de outro, formando-se um potencial es-
timulador pés-sindptico (PEPS), que reduz o potencial de membrana; enquanto este
estd reduzido, o neurénio (abaixo) emite uma salva de impulsos. Em 3E vé-se um
potencial inibidor pds-sinaptico (PIPS) em uma drea da membrana de um neurénio
e a conseqliente inibicao de uma salva de impulsos na saida desse neurénio. Note-se
que esta dura enquanto persiste a despolarizagao da membrana.

Todo circuito neural tem uma ou mais vias de influxo (aferentes ou de entrada)
e uma ou vdrias vias de efluxo (de saida ou eferentes). Entre a entrada e a saida
situam-se neurénios que organizam o efluxo de informacao em funcdo do influxo.
Além disso, em vérias etapas do circuito entram informagoes oriundas de axonios
que trazem informagoes de outros neurénios de fora do circuito, a fim de introduzir
impulsos que modificam sua atividade, participando assim de um padrao funcional
especifico. Em outros pontos do circuito entram outros axoénios, que fazem o mesmo.
Essas propriedades tornam o circuito a cada instante parte funcional de outros,
gerando padroes de circulagdo de informacao extraordinariamente complexos e efi-
cazes. Ao que parece, a maioria das informagdes em um circuito circula por meio
de impulsos propagados.

A Figura 4 mostra um exemplo de circuitos identificados no cértex cerebral
(A) por meio da coloragdo de Golgi, que mostra poucos neurénios mas todos por
inteiro. A esquerda véem-se os numeros das camadas de células corticais. Note-se
que a maioria dos neuronios envia fibras para a camada I, onde se bifurcam; nessa
camada hé forte interacdo de informacgoes emitidas por véarios neurdnios corticais.
No cortex occipital, ao qual chegam informagoes visuais, tal interagao pode englobar
até 4.000 neurdnios. A direita vé-se um pequeno circuito fechado identificado nessa
figura por Lorente de Né, antigo assistente de Cajal. Mais tarde Lorente de Nos
identificou circuitos desse tipo (dito reverberantes) em vdrias regides do sistema
Nervoso.

Em B a Figura 4 mostra um tipo comum de circuito, sobretudo ligando vias sen-
soriais da periferia com misculos. As vias aferentes (que entram em um circuito)
nascem, nessa figura, em sensores musculares que medem continuamente o compri-
mento das células musculares. As vias eferentes nascem em neurénios motores e
dirigem-se as células musculares. Esse arco reflexo faz que um musculo se contraia
quando estirado; esse fenomeno desempenha funcées importantes para controlar a
forca produzida por um musculo em atividade.

Em C a Figura 4 ilustra um reflexo bem mais complexo, se bem que parecido
com o anterior. Note-se que enquanto na Figura B as vias de entrada se conec-
tam diretamente com as de saida, em C hé entre entrada e saida outros neurdnios
(interneurdnios) que aumentam a duracao da ativacao do reflexo.

No esquema B da Figura 4 os impulsos neurais (neste caso provocados por um
estimulo, ou pulso elétrico, ndo por estiramento do misculo) entram na medula
pelo ramo aferente e ativam diretamente a via de saida, os motoneurdnios, provo-
cando um potencial elétrico simples (com duragao em torno de 2 milissegundos) no
conjunto de axonios eferentes. No gréfico inferior, C, vé-se que as vias aferentes
ativam os motoneurénios por meio de pequenos neurénios (os interneurdnios que
mencionamos acima), os quais provocam ativacdo de motoneuronios em cascata, re-
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sultando em um potencial simples seguido de outro de menor voltagem porém mais
duradouro (resultante da ativacdo de vérios interneurdnios). Esse tipo de arranjo
hodoldgico e funcional é comunissimo em todo o sistema nervoso central.

Figura 4 (Legenda). Algumas formas de circuitos simples. A: circuitos corticais. O
cortex cerebral estrutura-se em 6 camadas que trocam complexas conexoes entre si.
A direita vé-se um circuito reverberante (oscilador), em que um neurdnio da camada
V ativa interneurdnios em série, que o excitam retroativamente, gerando no axénio
(eferente) impulsos de freqiiéncia variada, segundo o nimero de interneurénios
(Lorente de N6, 1949). B: esquema de um arco reflexo monossindptico (uma sé
sinapse em série entre a entrada e a saida do circuito). Um estimulo tnico apli-
cado as vias aferentes gera apenas um potencial nas vias eferentes. C: a ativagao
de aferentes de um arco reflexo intermediado por varios interneurénios provoca um
potencial de alta voltagem e curta duracao nas vias eferentes, seguido de poten-
ciais de menor voltagem e maior duracao, constituidos de impulsos seqiienciais e
assincronicos originados pelos interneurénios.

Em ganglios de muitos invertebrados, que constituem partes integradoras de in-
formacao complexa no sistema nervoso central desses animais, o nimero de neurénios
é constante e suas posigoes nos circuitos sao invariantes, o que muito facilita seu
estudo. Essas caracteristicas hodoldgicas permitem o estudo preciso das conexoes
intraganglionares e da fungao que cada neurdnio desempenha em seu interior. Nos
vertebrados, entretanto, o alto nimero de neurénios e a maior complexidade das
conexoes sao tais que é por ora impossivel entender como um microcircuito de fato
funciona. E provavel que nos vertebrados também haja regularidade de nimero e de
posicoes de neurénios em um circuito mas devido ao elevado ntimero de neuronios
que dele fazem parte é impossivel por enquanto saber quantos sao e como se arti-
culam esses neuronios.

Uma forma bem conhecida de os neurdnios se agruparem é a que caracteriza
os nucleos, conjuntos de neur6nios que se aglutinam constituindo figuras as vezes
circunscritas e reconheciveis em determinadas regides (Figura 5). S@o particular-
mente reconheciveis os nucleos que congregam motoneurénios, isto é, neurdnios
que emitem seus axoOnios para a periferia e inervam células musculares. Cada
motoneur6nio envia um axénio a varias células musculares. O conjunto do mo-
toneurdnio e das células musculares por ele inervadas constitui uma unidade mo-
tora. Quando o motoneuronio emite um impulso todas as fibras por ele inervadas
contraem-se concomitantemente. Se o musculo executa movimentos muito precisos
um motoneurénio inerva apenas 4 ou 5 células musculares, se executa movimen-
tos grosseiros cada motoneurénio pode inervar centenas de células musculares. Por
exemplo: os olhos realizam movimentos sumamente delicados e precisos e suas
unidades motoras compoem-se de um motoneurénio para cada 4 ou 5 células mus-
culares. O biceps braquial, que flete o antebrago sobre o brago e executa movi-
mentos grosseiros, é inervado por um motoneurénio para cada 200 ou mais células
musculares. No térax as unidades motoras podem conter até 600 células muscu-
lares por motoneurdnio, o que reflete a pouco precisa contracdo desses musculos,
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que em geral se contraem para manter posi¢oes (posturas) do tronco como parte de
comportamentos multiplos, nao para realizar movimentos finos e precisos.

Cada motoneurdnio recebe geralmente milhares de contactos sinapticos pelos
quais lhe chegam impulsos elétricos ja codificados em centros superiores, a fim
de executarem determinada tarefa motora (comportamento). E bem possivel que
nos vertebrados os motoneuronios ocupem posi¢oes mais ou menos fixas no corno
anterior da medula, tal como reconhecidamente ocorre nos ganglios de animais
invertebrados.

Em varias regioes do sistema nervoso central verifica-se disposicao regular dos
neurdnios em camadas transversais e colunas, o que facilita a participacao de cada
neurénio em multiplos circuitos locais, ja que formam matrizes estruturais em cada
regiao. A Figura 5A mostra como se dispéem os neuronios no cértex cerebral; é
evidente a disposi¢ao em camadas horizontais e em colunas verticais. Estudos es-
truturais e eletrofisiolégicos mostram que as colunas verticais constituem maddulos
funcionais, que sao microcircuitos muito complexos acoplados entre si. Desses cir-
cuitos emergem vias longas que levam as informagdes resultantes do processamento
nas colunas a outros pontos do sistema nervoso. Por exemplo: quando o cértex
cerebral programa certo comportamento (cogar a cabega, sorrir, falar, caminhar,
etc.) tudo o que vai acontecer no comportamento é previamente programado e as
informacoes finais (muito complexas) sao enviadas por neurénios especificos a pon-
tos distantes, a fim de haver acoplamento de vérias funcoes. Finalmente, descem
impulsos para os motoneuronios em ordem ja devidamente programada, os quais
ativam musculos especificos e nos fazem executar esses mencionados comportamen-
tos. As posigoes de motoneuronios em vérias regides do sistema nervoso central
aparecem na Figura 5 (v. legenda na pag. 14).

Além da ativagao dos motoneurdnios na génese dos comportamentos, descem
informagGes para os circuitos que controlam a pressao arterial, a respiragao, a li-
beragao de glicose pelo figado etc. Esses ajustes vegetativos, como os chamamos,
sao essenciais para que cada comportamento seja efetuado, visto que os neurdnios
consomem 20% do oxigénio inspirado pelos pulmoes, consumo que equivale a 10
vezes mais do que a média do organismo. Portanto, para que os neurdnios fun-
cionem adequadamente é necessario fornecer-lhes oxigénio e glicose em quantidades
suficientes para seu funcionamento. Para isso é necessario elevar o fluxo de sangue
ao sistema nervoso central, o que se faz por dilatagao dos vasos nos locais ativos.
Com a vasodilatagao a pressao baixa e o sangue entao nao chega ao sistema ner-
voso em quantidade adequada; por isso, a pressao também tem que subir. De fato,
qualquer que seja o comportamento que estejamos produzindo em dado instante,
sempre ocorre aumento da pressao arterial e da respiragao.

A Figura 6 representa algumas associagoes simples entre neurénios. Em 6A um
neurénio envia impulsos a outro, por meio de seu axénio, formando sinapses em
seus dendritos e pericario. Em 6B dois neurdonios associam-se de modo que cada
um possa influenciar o outro em serie. Esse tipo de associagao permite que um
neurénio excitado por outro lhe envie impulsos inibidores, limitando a excitagao
que estd recebendo, e portanto a freqiiéncia dos impulsos, ou reforgando-a, man-
tendo uma atividade elétrica iterativa, oscilante, a qual transmite as oscilacoes a
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outros circuitos por intermédio de colaterais dos axdénios. Em 6C o telondendro
de um neuroénio se enreda nos dendritos de outro, no qual pode provocar excitagao
ou inibicao. Em 6D esta ilustrada uma associagdo em que dois neurénios paralelos
ativam dois outros neurénios, também em paralelo, mas a passagem dos impulsos
pode ser regulada para mais ou para menos pelos dois neurénios horizontais, porque
estes intervém na transmissao de informagao nas duas cadeias laterais. Em 6E vé-se
uma associagao que alguns pesquisadores descreveram, mas nao muito convincen-
temente, j4 que nao foi identificada por outros. Nessa associacdo de neurdnios sem
dendritos nem axonios a interacao implica os pericarios dos varios neuronios, em
pontos diversos. Se essa associagao existe, ela constitui um arranjo ideal entre
neurénios, jd que permite a génese de multiplos circuitos virtuais em funcao dos
locais por onde entram sinais. Em 6F vé-se que um impulso originado no primeiro
neurdnio excita dois interneuronios, que reexcitam ou inibem o neurénio originador
do impulso inicial. Esse tipo de circuito pode manter um processo de reexcitagao
de um circuito fechado, o qual se completa em cada ciclo com um impulso ou uma
salva de impulsos no axoénio do primeiro neurénio. Nesse caso o circuito é dito
reverberante (v. Figura 4A), que parece executar, entre outras, a fungio de reter
uma informac¢ao memorizada nos primeiros instantes do aprendizado, até que ela se
consolide em circuitos do mesmo local ou de locais bem distantes no sistema nervoso
central.

Figura 5 (Legenda). A: disposigdo de neurénios em colunas verticais e camadas
horizontais no cértex cerebral humano (mapa de Brodmann). Essa disposi¢ao é
regular no neocértex de todos os mamiferos mas ha diferencas regionais que per-
mitem dividir o cértex cerebral em diversas areas, algumas funcionalmente ja bem
caracterizadas (drea 17, relacionada com a visdo; drea 4, relacionada com a mo-
bilizagao voluntédria de misculos durante a emissido de comportamentos, etc.). B:
posigoes de motoneuronios (neurénios que inervam diretamente os musculos) no
tronco encefalico. I, IV e VI, motoneur6nios que movimentam os olhos. V, mo-
toneurénios que movimentam o maxilar inferior; VII, motoneurdnios que movimen-
tam a face (Idbios, nariz, palpebras etc.) e outros. C, D, E: motoneurénios de alguns
segmentos da medula espinal, que movimentam a cabecga, o tronco e os membros.
Em C, ntcleos motores, que movimentam a cabega do gato. D, motoneuronios
que movimentam os membros posteriores. E: motoneuronios que movimentam os
membros posteriores. F: representagao cartesiana do niimero de motoneuronios nos
ntcleos 1 (que flexionam os dedos das patas posteriores), 2 (que estendem os dedos
e as pernas posteriores), 3 e 4 (que estendem as pernas), 5 (que estendem os mem-
bros posteriores em relagao & pelve, 6 (que aproximam os membros posteriores da
linha média do corpo) e 7 (idem).

Quando os impulsos recorrentes sao excitadores diz-se que a reaferentagio (ou
reatroagao, ou retroalimentagao, feedback) é positiva. Sendo os impulsos recorrentes
inibidores, a circulagao de potenciais no circuito tende a reduzir-se ou a cessar. Diz-
se, entao, que hé reaferentacao negativa.

Na Figura 6G um impulso originado no neurénio 1 aciona o segundo, que emite
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Figura 6: Representagao esquematica de alguns tipos de associagdo de neurdnios
em circuitos elementares. As flechas indicam o sentido do fluxo de informagao.
Descricao no texto.
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um impulso. Na saida do circuito, pelo ramo colateral do axonio, o neurénio 1 ativa
0 3, que mobiliza o 4 e o 5, produzindo impulsos repetidos nos axoénios destes dois
dltimos. Assim, esse circuito é multiplicador de impulsos na saida. Em 6H verifica-
se uma associacao em que o neurdnio 1 ativa o 3 mas, por meio da sinapse no
terminal do neurénio 1, o neur6nio 2 pode controlar a transmissao de 1 para 3. Em
61 verifica-se divergéncia de impulsos de um neurénio, que excitam ou inibem varios
outros quando entra informacao no primeiro; por conexoes seriadas tais neurdnios
podem levar a muitos outros a informagéo originada no primeiro neurénio. Em 6J,
por fim, ocorre o oposto, isto é, convergéncia de varios neuronios sobre um tnico,
que o ativam como parte de padroes funcionais distintos.

Os circuitos acima descritos, que certamente representam apenas uma fracao
dos tipos de circuito que existem no sistema nervoso, formam complicadas redes,
pelas quais fluem correntes que transferem informacao, sob a forma de potenciais
locais ou propagados de um ponto a outro. Essas correntes ativam ou inibem pon-
tos bem especificos das redes neurais, fazendo a informacao fluir por vias também
especificas em dados instantes. Com isso, criam-se momentamente vias pelas quais
a informacao chega aos locais em que provocard seu efeito final. Ao que parece,
a maioria dos circuitos contém muitos interneurdonios, que funcionando como di-
minutas valvulas, alteram a diregao e o sentido do fluxo da informacao e assim
determinam a formacao de vias especificas em dado instante.

No sistema nervoso humano existem aproximadamente 100 bilhGes de neurdnios,
cada um dos quais recebe milhares de sinapses. A interagdo desses neurdnios por
intermédio dessas sinapses cria um nimero ainda incalculavel de conexdes, as quais
geram elevadissimo numero de padroes funcionais, tais como caminhar, falar, cal-
cular, prestar atencao, sorrir, sonhar, dar uma conferéncia, ouvir uma conferéncia
etc. ete.

Abstract. The nervous system, which is the most complex structure we know so
far, is the result of the coupling of specific cells, the neurons. The neurons are cou-
pled according to different patterns, making up the neural circuits, most of which
are microcircuits. As in electronics, the circuits are the structures that generate
neural functions. In some animals placed in the lowest levels of the phylogenetic
scale (such as worms, insects, medusae etc.) the nervous system contains a few
thousands of neurons, which are able to generate all the functions necessary for
such organisms to survive and reproduce. In humans, however, the nervous sys-
tem contains nearly 100 billion neurons and 200 billion glial cells (the functions
of the latter as parts of neural circuits are still poorly understood). These cells
probably make up trillions of connections, which in turn generate the complex
behaviors that characterize the phylogeneticaly upper animals, including mental
activity. Artificial staining of the neurons makes it possible to identify some very
simple circuits but presently only electronic microscopy allows the detailed study
of microcircuits; however, this technique is extremely slow if trillions of neural con-
nections are considered. Therefore, the description of how neurons are coupled to
generate microcircuits and, consequently, how such circuits are arranged, a nec-
essary step for the understanding of how complex functions are generated in the
nervous system, is not possible as yet. Electrophysiology, the study of the electrical
signals generated by living cells, has contributed much to the understanding of how
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neural circuits work but it has not led so far to understand the functioning of whole
circuits. The main reason for such a limitation is that microcircuits may lodge from
hundred to thousands of neurons in a volume that is less than a small fraction of
one cubic milliliter. This limitation renders impossible the task of recording the
electrical potentials of every neuron in a circuit (in fact, only a few neighboring
neurons are accessible to such approach). We know already reasonably well the ar-
chitecture of only a few elementary neural modules, which exist in invertebrates as
well in vertebrates, and that distribute neural impulses to central neurons bringing
information from the periphery (sensory pathways) and from the central nervous
system to the periphery (motor impulses to muscles and organs that produce blood
pressure, respiration, endocrine functions etc.).
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Modelos Neurais Distribuidos: A Forma no
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Resumo. Modelos neurais distribuidos sao caracterizados por interagdes nao locais.
E apresentada uma discussao sobre interpretacdes neurobiolégicas destes modelos
e do fenémeno de morfogénese que ocorre em algumas situagoes. Focalizaremos
em especial os desenvolvimentos que tiveram origem na conjunc¢do dos trabalhos
classicos de H.K.Hartline e J.D.Cowan com o de A.M.Turing relacionados & visao.

1. Introdugao

“QOs cientistas tentaram, com o0s seus cérebros, compreender os modelos matemdticos
de populacdes distribuidas, com alguns resultados. Agora, eles tentam entender os
seus cérebros com os modelos matemdticos de populagoes distribuidas! 7 sec. Lee
A. Segel

A Neurofisiologia moderna, sua abordagem matemaética e seu extraordinario de-
senvolvimento nas ultimas décadas sao indubitavelmente marcados pelos histéricos
trabalhos dos fisiologistas ingleses A.L.Hodgkin e A.F.Huxley [19].

O modelo matematico de Hodgkin-Huxley para a dinamica isolada de um neurénio
é uma das mais notdveis e bem sucedidas descrigoes matematicas, considerando-se
nao apenas a Biologia mas qualquer campo do conhecimento. Este fato é particu-
larmente surpreendente se lembrarmos que o tratamento quantitativo em biologia
até entao restringia-se quase que exclusivamente a abordagens estatisticas e muito
raramente se dedicava & formulagao de modelos matematicos derivados de principios
fundamentais.

O histodrico artigo de 1952 constituiu-se no fecho de uma série de trabalhos
dos mesmos autores que ja vinham chamando a atencao de um grande niimero de
fisiologistas com inclinacoes fisico-matemaéticas que, a partir dai, foram definitiva-
mente cativados por esta linha de pesquisa. O aparecimento repentino de uma area
matematizada de pesquisa em fisiologia foi um acontecimento de grande significagao
para o desenvolvimento posterior das ciéncias bioldgicas muito embora se tratasse
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de uma questao especifica de fisiologia celular e aparentemente isolada do universo
macroscopico.

Sob uma perspectiva atual é ainda mais notavel que um matematico também
inglés, A.M.Turing, tenha publicado ao mesmo tempo que Hodgkin e Huxley um
artigo sobre modelos matematicos da morfogénese que se constituiria no outro pi-
lar basico da Biomatemdtica moderna [62]. Ao contririo, todavia, dos fisiologistas,
Turing ndo publicou qualquer outro artigo anterior (nem posterior!) em dreas corre-
latas e, talvez por este motivo, o seu trabalho manteve-se incognito da comunidade
cientifica por mais de uma década, e mais ainda da area bioldgica.Também é interes-
sante frisar que o trabalho de Turing despontava com uma abordagem macroscépica
e populacional, totalmente oposta a tendéncia reducionista e molecular que tomou
conta da biologia a partir da segunda metade do século XX. Além disso, a finalidade
precipua deste trabalho era apresentar um possivel mecanismo para elucidar os pro-
cessos “magicos” que resultam na formagao das complexas estruturas bioldgicas e
nao a dedugao de um modelo matematico construido inequivocamente a partir de
principios e hipoteses solidamente firmados.

A abordagem matematica de Turing apresenta assim um novo paradigma na Bio-
matematica e é essencialmente distinta daquela empregada por Huxley e Hodgkin.
Esta dltima é perfeitamente enquadrada dentro do paradigma classico da Fisica
(ou, da Engenharia) cujo objetivo patente é sempre descrever, e prever, a evolugao
dindmica de um sistema a partir de “leis” fundamentais. O trabalho de Turing nao
impoe dedutivamente a necessidade do modelo matematico apresentado mas apre-
senta argumentos que fazem com que a sua explicagdo se torne plausivel, ou me-
lhor, que as hipdteses relacionadas sejam suficientes para a explicacao do fenémeno.
Poderiamos dizer que esta abordagem tem um carater hipotético, qualitativo e
suficiente, mas nao pretende o cardter de uma “lei biolégica”, [57]. Ainda como as-
pecto inovador da metodologia cientifica, a estratégia de Turing faz uso implicito do
principio de parciménia de Ockam (“dentre todas as explicagdes consistentes para
uma observagdo, aquela mais simples é, provavelmente, também a mais correta”)
no sentido de buscar principios suficientes, e suficientemente simples, que possam
explicar fendmenos complexos na forma como sao observados.

Nao havendo nenhum outro modelo rival que se compare a ele em simplicidade e
na sua capacidade explanatoria, e sendo o modelo de Turing baseado em argumen-
tos nao apenas simples, mas muito bem conhecidos, sem necessidade da inclusao
extemporanea de qualquer hipdtese obscura e “mégica ”, é natural que despertasse
por um lado uma adesao entusiasmada quanto por outro uma oposicao cética e até
ferrenha.

E, de fato, a existéncia de quaisquer mecanismos autéonomos de formacao de
estruturas encontrava forte resisténcia mesmo em se tratando de sistemas simples
como as reagoes quimicas inorganicas, a ponto do, hoje famoso, trabalho experimen-
tal de N.Belousov de 1951 ter sido rejeitado “in limine” para publicacao na Uniao
Soviética até a década de 1970. O editor ridicularizou a observagao experimental de
Belousov , certamente sem tentar reproduzi-la, como sendo impossivel frente as leis
da termodinamica. (“Ndo me confundam com os fatos!”). Pode-se imaginar entéo,
qual nao seria a reagao contra o abstrato mecanismo de Turing para a explicagao
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de um processo ainda “inobservavel ”. Entretanto, foi exatamente a quimica o
canal cientifico que retirou o modelo de Turing da obscuridade, e isto, por obra dos
trabalhos desenvolvidos pela escola de fisico-quimica liderada por I.Prigogine em
Bruxellas a partir do final da década de 1960, [39]. Até certo ponto é compreensivel
que o reavivamento da teoria de Turing partisse desta ciéncia uma vez que o exem-
plo especifico de seu artigo de 1952 se referia a reagoes quimicas. Entretanto, é
importante notar que a formacao de estruturas em Biologia, ou seja, a morfogénese,
era a motivagao principal de Turing como se pode ver tanto pelo titulo do artigo
como pela sua frase introdutéria reproduzida na citacao abaixo.

O desenvolvimento posterior das idéias de Turing em contextos bioldgicos foi um
trabalho liderado principalmente pela escola inglesa de James Murray, [37], assim
como por Hans Meinhardt na Alemanha, [34], e Lee Segel nos EUA, [49], [30]. Nao
seria portanto, surpreeendente que, mais cedo ou mais tarde, estas duas vertentes
fundamentais da fisiologia matematica, que nasceram incomunicéveis e com escopos
e sob paradigmas tao diversos, ainda que proximas no tempo e no espago, viessem
oportunamente se encontrar em alguns pontos da biologia tedrica.

No corrente trabalho pretendemos apresentar uma introdugao a teoria de Turing
sobre possiveis mecanismos de formacao de estruturas e, posteriormente, relaciona-
los a questdes de natureza neurobiolégica, especialmente com respeito a visdo. A
confluéncia destas vertentes da biologia tedrica se deu por conta de um surto de
trabalhos surgidos ao final da década de 1970. Estes trabalhos deram inicio a uma
verdadeira revolugao no que diz respeito a construgao sociolégica e psicolégica de
teorias cientificas no decurso da qual antigas barreiras de comunicagao e paradig-
mas de visdo cientificos tiveram que ser transpostas, [22]. Dentre esses trabalhos,
trataremos com maior detalhe os desenvolvimentos que se seguiram aos artigos [16]
e [25], [9] e [58]; uma escolha até certo ponto arbitrdria que poderia também incluir
com igual justificativa varios outros.

O mecanismo de formagao de estruturas proposto por Turing em seu modelo
matematico é uma das ideias mais proficuas e fundamentais da Biomatematica
contemporanea no que esta trata da dinamica de populagoes distribuidas continu-
amente, uma area extremamente ampla que inclui desde populagées microscopicas
no nivel atémico-molecular até o nivel de populagoes humanas. O exemplo origi-
nal empregado por Turing para descrever a sua teoria de morfogénese baseou-se,
possivelmente por motivos pedagdgicos, na vetusta teoria da cinética quimica, onde
as populagoes moleculares sao distribuidas segundo a sua posicao espacial e as in-
teracoes ocorrem por interacoes de reagao intermediada pela chamada “lei de agao
das massas ”. O objetivo central do modelo de Turing é demonstrar a possibilidade
de existéncia de estruturas que seriam caracterizadas como solugoes estacionarias e
estaveis para as distribuigoes populacionais de sistemas submetidos a processos de
difusdo e reagdo. No exemplo tratado pelo artigo de 1952 as estruturas sdo represen-
tadas por “desenhos” ; ou “formas”, no espago fisico tal como também acontece em
vérios outros casos em neurobiologia [9], [3], [58]. Entretanto, a teoria é facilmente,
e vantajosamente, extensivel para o estudo de estruturas em espagos de aspectos
muito mais gerais, o que é particularmente importante também para a neurobiologia
[26], assim como para outras &reas bioldgicas, como a imunologia, [51].
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O modelo de Turing emprega um sistema de equacgoes diferenciais parciais nao
lineares de difusao cujas propriedades haviam sido muito pouco estudadas até aquela
época. A notdvel excecdo a ser feita para este siléncio matemaético é um trabalho
seminal com motivagdo também bioldgica, [28], sobre a existéncia de ondas via-
jantes para a equacao de difusao com dinamica vital autonoma, em especial de Ver-
hulst. Esta equacao havia sido empregada pelo estatistico e geneticista inglés Ronald
Fisher em um famoso artigo de 1935 sobre propagagao de genes em populagoes o
que serviu de pretexto para a sua andlise matematica. Diz-se, maliciosamente, que
a motivacao biolégica do artigo foi de Fisher e as brilhantes idéias matemaéticas
nele introduzidas foram inventadas por Kolmogorov, formalizadas por Petrovskii e
redigidas por Piskunov.

Este trabalho pode ser considerado com toda a justiga como como o terceiro
tripé da Biomatematica moderna. A sua influéncia sobre a neurobiologia tedrica
/ matemadtica é tao vasta e profunda quanto a de Turing, em grande parte devido
também ao fato de que as equagoes de Hodgkin-Huxley tém essencialmente a mesma
natureza da equacdo de Fisher (KPP-F) e o fenémeno de propagagido de ondas,
tanto nos axdnios [24], [44], como em populagdes neurais [45], é um tema central da
neurobiologia.

A formacao e a dinamica de ondas viajantes e frentes de ondas em sistemas
distribuidos e submetidos a processos de difusao e reagao é um fenémeno ubiquo
na natureza, sendo um exemplo tipico disso aquele observado por Belousov. Em
Biologia este fenomeno foi observado pela primeira vez no cértex de um cao pelo
fisiologista brasileiro A.A.P.Ledo em 1944, [29], e posteriormente em diversas outros
contextos: [33] e [65].

E interessante observar que a propagagao de frentes de ondas também pode ser
classificada como um fenémeno de morfogénese de padroes dinamicos, ao contréario
dos padroes estaciondrios que sao o tema central do modelo de Turing e, de certa
forma, também o deste trabalho.

Pretendemos apresentar no restante deste artigo, na forma de um esboco, e tanto
quanto permitido pelo espago, algumas idéias basicas da dinamica populacional
no contexto de Turing aplicadas a algumas questoes especificas da neurobiologia
tedrica, com especial atengao para a neurobiologia da visdo. A escolha desta drea
se deve a facilidade com que podemos nela exemplificar de forma pratica e concreta
alguns processos fundamentais de todo o sistema neurobiolégico. Além disso, a visao
é o portal por exceléncia daquilo que, vagamente, reconhecemos ser a “consciéncia”,
este, o atributo mor dos sistemas neurobiolégicos e, com absoluta certeza, o tema
pinacular de toda a ciéncia, [4].

Organizaremos a exposicao de acordo com a ordem dos seguintes tépicos:

II-A TEORIA DE TURING: PROCESSOS DE ATIVACAO E INIBICAO

[II-O MODELO DE TURING PARA INTERACOES NAO LOCAIS: MODE-
LOS NEURAIS

IV-MODELO DE SWINDALE PARA O FENOMENO DE DOMINACAO O-
CULAR DE HUBEL-WIESEL

V-PADROES DE PERCEPCAO VISUAL EM ALUCINACOES: O MODELO
DE COWAN-ERMENTROUT
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VI-OS MODELOS DE HARTLINE-RATLIFF-KNIGHT-PESKIN: BANDAS
DE MACH

VII-MODELOS COM DISTRIBUICAO CONTiNUA DE ESTADOS NEURAIS:
0S NOVOS “INSTRUMENTOS ” DE OBSERVACAO

Nao tentaremos de forma alguma lecionar sobre os aspectos fisioldgicos das
questoes aqui tratadas por falta eventual de espaco e definitiva de ousadia. Esta
dificuldade reverte-se para bem do(a) leitor(a) j4 que existe uma vasta literatura
a respeito escrita com verve e precisao pelos personagens principais do desenvolvi-
mento recente da neurobiologia tedrica. Citamos em especial os excelentes textos
gerais de biomatemadtica, [37], [24], [56],e [43], que s@o particularmente tteis para os
leitores provenientes da matemaética, e o notavel texto de biologia da visao escrito
por uma autoridade da area e especialmente apropriado para iniciantes preten-
siosos: D.A.Hubel-“Eye, Brain and Vision”, W.H.Freeman, 1988. Uma fonte mais
detalhada e acessivel sobre fisiologia da visao é encontrada no sitio:

http://webvision.med.utah.edu .

2. A teoria de Turing: Processos locais de ativacao
e inibicao

“In this section a mathematical model of the growing embryo will be described. This
model will be a simplification and an idealization, and consequently a falsification”
Alan Turing,.

A estratégia de Turing para explicar a morfogénese bioldgica em suas mani-
festagoes mais elementares consiste na construcao de um modelo simples, e portanto
falso como ele mesmo enfatiza, que resulte em uma formacao “espontanea ” de es-
truturas , isto é, destituido de qualquer hipétese “maliciosamente arquitetada” ou
um mecanismo previamente deliberado para reproduzi-las. Por isso, Turing langou
mao de dois processos corriqueiros que ja eram conhecidos e amplamente utilizados
na fisico-quimica hd mais de um século: a difusdo simples (Fick) e a interacao de
espécies por meio da “lei de acdo das massas 7. Tais processos fisico-quimicos estao
presentes em circunstancias tao variadas e frequentes que parece totalmente im-
plausivel a sua suficiéncia para a formacao de estruturas complexas e excepcionais.
O que Turing mostrou é que a simples ocorréncia destes processos nao é, de fato, su-
ficiente para a morfogénese; é necessario que condicoes de ajustes paramétricos finos
sejam também verificados, e é neste ponto que a excepcionalidade e a complexidade
do fenémeno serao explicadas.

A lei de acdo das massas pressupoe que uma reagao efetiva entre duas espécies
aconteca com taxa proporcional a uma fracdo dos encontros entre seus elemen-
tos e que, por sua vez, estes encontros acontegcam com uma taxa proporcional as
densidades (moles por unidade de volume) das mesmas espécies envolvidas. A
taxa (frequéncia) de encontros depende naturalmente de movimentos microscépicos
aleatérios, chamados movimentos brownianos, que sao incessantemente efetuados
pelas moléculas. Este mesmo movimento browniano resulta em um processo classico
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Figura 1: Esboco artistico e preciso do corte da retina de um mamifero desenhado
pelo famoso neuroanatomista espanhol Santiago Ramén y Cajal. A luz incide de
baixo para cima até atingir as células fotoreceptoras (bastbes e cones) na parte
superior. O feixe (nervo) dtico sai pelo “ponto cego” da retina, abaixo do desenho.
Esta disposigao invertida, aparentemente incomoda, deve ter suas razoes, mas que
a prépria razdo humana ainda desconhece, [21].
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Figura 2: Esboco simplificado do olho “rudimentar” de um Limulus Polyphemus.
O grafico abaixo representa a regido excitada (positiva) e a regiao inibida(negativa)
como resultado da iluminacao pela seta, [47]

de difus@o de Fick que ja havia sido analisado de maneira simples e notdvel em al-
guns dos trabalhos de Einstein no annus mirabilis de 1915, [6].

Portanto, podemos dizer que o mecanismo fundamental assumido pelo modelo de
Turing foi o processo clédssico de difusdo que servia de instrumento para possibilitar
a intercomunicagao e, por conseqiiéncia, a interacao entre as moléculas. E impor-
tante frisar entretanto que o argumento bésico é a possibilidade de interacao e nao
exatamente o mecanismo que o possibilita; este pode ser amplamente generalizado
como de fato veremos.

A extensao desta teoria para populagbes nao quimicas exigirda a identificacao
de processos de intercomunicagao entre os seus individuos que sejam causa e meio
de suas modificagoes mutuas. Para populagoes de microorganismos, o mecanismo
fisico-quimico browniano que leva a contatos materiais pode ser verificada, [50].
Entretanto, ha populagoes de varios tipos de organismos, micro ou macro, que
nao efetuam um movimento browniano propriamente dito mas, por outro lado, ap-
resentam comportamentos universais de busca aleatéria autonoma cuja formulagao
matemaética é essencialmente idéntica a do exemplo fisico-quimico. Assim, o modelo
matematico e os argumentos de Turing sao perfeitamente preservados ainda neste
contexto apesar da disparidade da interpretacdo biolégica [49],[50],[23].

Mecanismos muito mais sofisticados de intercomunicacao entre organismos e
células, fazem uso de sinalizagbes quimicas e sao também universalmente encontra-
dos em biologia, [50],[24] e [11]. Nesses casos os individuos biolégicos interagem
pelo contato material com o sinalizador quimico através de sensores e nao direta-
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mente entre si. E interessante observar que o movimento browniano €, em tltima
analise, o processo fisico basico que promove a difusao das substancias sinalizadoras
e, portanto, mais uma vez, se encontra no fundamento do mecanismo de interagao.
Sinalizagoes sonoras [38] e luminosas [7] s@o também comuns na sociobiologia de
varios outros organismos, pequenos e grandes.

Nos sistemas que nos interessam os individuos sao os neuroénios, e as “espécies”
de neurdnios a serem consideradas nao se constituem necessariamente de células
fisiologicamente distintas, mas, por exemplo, de células em estados distintos de
excitacao [27],[45],[61]. Por outro lado, a intercomunicagao entre elas se processa
(quase que) materialmente através de sinapses entre axénios e dendritos, isto é, entre
partes das proprias células, embora de maneira muito peculiar. Ressalve-se, a bem
da verdade, que as sinapses envolvem também uma sinalizagao quimica difusiva, mas
quase de contato [21]. Os dendritos podem ser amplamente ramificados, atingindo
inimeras outras células, e os axonios podem ser extremanente longos comparados
as dimensoes do corpo do neurdnio propriamente dito. Além disso, a sinapse tem
uma eficiéncia dinamica e varidvel com o tempo e uso, e esta caracteristica da
intercomunicacao neural é um dos aspectos fundamentais e cruciais para o estudo
dos comportamentos tipicos dos sistemas neurolégicos [21],[17].

Apesar da total diversidade de interacao sob o ponto de vista fisioldgico, é notavel
que os argumentos de Turing possam permear todas as situagoes descritas com base
em argumentos relativamente simples. A formulacdo conveniente dos argumentos de
Turing em termos de escalas de espago e tempo que possibilitaram a sua aplicagao
generalizada deve-se em grande parte a Segel e Levin [49].

Apresentaremos a seguir, de forma quase esquematica, estes argumentos que
tornam plausiveis um modelo distribuido interativo para descrigao de fenémenos
de morfogénese em seus aspectos mais bésicos e simples. A nomenclatura, assim
como os conceitos basicos utilizados para a construcao do modelo matematico serao
introduzidos sem maiores formalidades; maiores detalhes podem ser consultados na
literatura [12],[14].

E interessante notar inicialmente que os processos difusivos da forma cléssica
de Fick sao comumente relacionados a uma tendéncia uniformisadora da densidade
distribuida. Esta propriedade concorre obviamente na dire¢cao oposta a formagao de
estruturas, ou formas, uma vez que estas sdo caracterizadas pela manutencao de con-
tornos e fronteiras bem definidas e nitidas. Portanto, de saida, o contexto escolhido
por Turing parece nao somente implausivel como também contaditério. O modelo
de Turing mostrou como o comportamento difusivo de duas espécies interativas,
desde que em circunstancias adequadas, pode reverter a tendéncia uniformizadora
da difusao e assim também as nossas expectativas mais ingénuas.

Lembremos que o processo classico de difusao em uma populagao descrita pela
funcao densidade p(z,t), onde x € R™ representa o espago de aspecto da populagao,
é caracterizado por um fluxo da forma J = —D%, onde %, deve ser entendido como
a derivada (gradiente) da funcdo p(x,t), e D como o coeficiente de difusdo. Para
efeito didético, na apresentagao do modelo de Turing, o espago de aspecto serd, por
enquanto, identificado com o espago fisico e, portanto, a densidade p(z,t) terd a
sua interpretacao mais usual.
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A derivada % serd interpretada, ja com vistas a sua generalizagao, como uma
medida (infinitesimal) da heterogeneidade local da distribui¢do dos individuos da
populagao. Para isso, introduzimos o conceito de média no seguinte sentido auto
explicavel: (p)p(z,t) = [ w(2)p(z,t)dz, onde B(xz,h) ={z,| x—=z |[< h}, e onde

B(z,h)
w é uma funcdo de peso positiva, em geral w = 1. E facil ver que, para pequenos
valores de h, uma medida da heterogeneirade da distribui¢cao nas vizinhancas de x
pode ser definida como dpp (x,t) = %w
expansao na ordem de poténcias de h. Aproximacoes de ordem superior em h podem
ser interpretadas como medidas “quase-locais ” (nao locais) da heterogeneidade e,
pela simetria, quando houver, conclui-se que apenas derivadas de ordem par serao

retidas nesta expansdo. Portanto, em geral, o “fluxo” que promoverd tendéncias

. . 7’ yan m 2k+1
homogeneizadoras “quase-locais” terd a forma genérica J,, = > —Dk%; o}
k=0

, que sera analisada segundo uma

fluxo de Fick é de ordem m = 0. Em modelos neurais a nao-localidade é mantida
em toda a sua extensao, isto é, para todos as poténcias de h, o que implica na
utilizacao de um funcional integral para o fluxo, ou, um operador diferencial de
ordem infinita. Estes modelos tém sido relativamente pouco explorados ainda em
biomatemética como de resto, em toda a matematica aplicada, [13].

Voltando ao caso cldssico, podemos entao interpretar o coeficiente de difusao D
como representativo tanto da “motilidade ” da espécie como da “transitabilidade”
do meio em que se d4 a movimentagao dos individuos. Sob um ponto de vista
generalizado podemos interpreta-lo como a capacidade de interacao dos individuos.

Individuos que se movimentam mais rapidamente tém, naturalmente, uma taxa
de encontro maior. Este resultado muito conhecido no ambito molecular (“lei de Ar-
rhenius ”) também nao tem sido apropriadamente abordado no contexto biolégico.

No presente modelo consideraremos este parametro como constante mas é facil-
mente imagindvel situagoes bioldgicas em que a capacidade de interacao entre os
individuos dependa radicalmente da posi¢ao (heterogeneidade do meio), do tempo
(influencias externas), ou mesmo da densidade local da populagéo.

Consideragoes simples quanto ao sistema de unidades nos fornecem facilmente
a dimensionalidade de D, [D] = L>*T~! que independe da dimensdo do espago de
aspecto. O significado deste pardametro como escala intrinseca é simples mas de
crucial importancia para a compreensao dos argumentos de Turing e, de resto, para
qualquer estudo sobre processos difusivos. Para entendermos isto, lembremos que a
solugao fundamental da equagao de difusao nos mostra que o ‘sinal difusivo’ emitido
por uma fonte pontual é sentido a uma distancia x depois de um intervalo de tempo
proporcional & seguinte expressao 7 %. Segel denomina este resultado elementar
e fundamental, mas pouco enfatizado, como sendo a ‘regra de ouro’ da difusdo, [31],
[13].

Uma vez definido o processo de movimentagao e estabelecido que a interagao se
dé “corpo a corpo”, é necessario analisar a dindmica de reacao.

Iniciaremos esta analise com o caso mais simples e mais importante da dinamica
populacional, a dinamica Malthusiana, cuja representacao matematica é dada na

du

forma: % = au, onde a uma constante e u uma concentracao homogénea de
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populacao. Mais tarde veremos que esta simplificacao é suficiente para os nos-
sos propdsitos, se bem entendida, uma vez que consideraremos a dindmica apenas
nas imediagoes de uma solucao onde o modelo Malthusiano fornece uma excelente
descricao.

Inicialmente observemos que a expressao acima pode ser escrita como %% =a,
0 que significa uma taxa de auto influéncia especifica constante. Considerando
agora a dimensionalidade dos termos, concluimos que [a~!] = T e, portanto o
parametro a designa uma escala de tempo intrinseca do sistema. Para melhor
entender o importante significado deste parametro consideremos o caso especifico
de uma dinadmica auto inibidora, isto é, onde a < 0, que se inicia com N individuos
(em medida dimensionalizada). Observando agora que o numero de individuos que
sobreviveram exatamente até o intervalo {t,t + dt] é —du , isto é, aqueles que
viveram até 14 e de 14 ndo passaram ou, ainda, 0os que morreram no seu transcurso,

concluimos que o seu tempo médio de vida é dado por:

N
T = _Wl [t du = a~!. O mesmo argumento pode ser reproduzido com uma
0
dinamica auto ativadora, ou catalisadora, isto é, com a > 0.
Portanto, reunindo as duas interpretacoes, concluimos que os individuos de uma
populacao submetida simultaneamente a um processo de difusao e a uma dinamica

Malthusiana negativa, percorrem uma distancia da ordem de \/g . Este resultado
simples, mas nao trivial, é fundamental para a interpretacao da teoria de Turing.

Consideremos agora um sistema de duas espécies distribuidas no espago segundo
as densidades p;(z,t) , ¢ = 1,2, e submetidas a processos de difusio cldssicos com
coeficientes de difusibilidade distintos D; # 0 . Suponhamos ainda que as duas
espécies interagem pela ‘lei de acao das massas’, de tal forma que o principio de
conservagao aplicado a ambas nos fornece o seguinte sistema de equagoes diferenciais
parciais:
aapti =D, %szl + Ri(Pl,P2) s i=1,2.

Uma estrutura neste sistema seria simplesmente uma solugao estacionaria, isto
é, independente do tempo, mas efetivamente dependente do espago, u;(x), e dinami-
camente estavel.

Chamaremos estas solugoes de “padroes”, ou “formas ”. O conceito filoséfico de
estrutura, padrao ou forma é aparentemente mais rico pois pressupoe alguma “par-
ticularidade 7. Entretanto, esta “particularidade ” depende dos olhos do observador,
isto é, se lhe parece comparavel a alguma outra estrutura previamente conhecida,
ounao! E impossivel determinar qual distribuicao espacial é um “padrao aceitavel”
sem uma lista exaustiva ou descritiva do que isto significa. O reconhecimento de
padrées é uma questao de relevancia central no estudo da cognigao visual [55], assim
como na teoria de sistemas imunes no que diz respeito ao processo de auto identi-
ficagao, [51]. Sugirimos ao (a) leitor(a) relacionar este conceito com a sua prépria
cognigao visual atentando para as ilustragoes da figura 5 e consultando algumas
figuras no sitio, [10].

A teoria de Turing tem por objetivo simplesmente (!) mostrar que a formacao de
estruturas em um sentido geral pode ocorrer sem a necessidade de um mecanismo
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de instrugoes algoritmicas e teleoldgicas. A construcdo de estruturas pré almejadas
como, por exemplo, manchas na pele do leopardo, listas na pele da zebra, [37], ou no
cortex visual, [58],[59], atividades neurolégicas correspondentes a alucinagoes [9], e
muitos outros, [37], sdo questdes especificas a serem resolvidas nos seus respectivos
contextos. A explicacao que o mecanismo de Turing de fato oferece a uma vastissima
gama de formagao de padroes especificos constatam cabalmente que a teoria nao é
somente é plausivel.

A demonstragao de existéncia de solucoes padroes para um sistema geral é uma
tarefa dificil ainda hoje e seria praticamente impossivel hd meio século atras. Além
disso, as demonstragoes matematicas rigorosamente técnicas nao sao exatamente os
argumentos mais convincentes em matemaética aplicada pois usualmente requerem
hipdteses sem significado bioldgico e frequentemente produzem resultados de dificil,
ou inexistente, interpretagao.

A estratégia de Turing foi entdo supor uma situacao mais especifica em que o
sistema homogéneo e destituido de difusao d{;f;' = R;(u1,u2) , dispoe de uma solugéo
estdvel, digamos u;g, e determinar sob que condigoes (valores dos pardmetros) a
introdugao de processos difusivos poderiam desestabilizar o sistema, e portanto,
leva-lo a uma outra solucao, possivelmente estaciondria. Enfim, o objetivo era bem
mais modesto do que demonstrar diretamente a existéncia de solucoes padroes; era
principalmente o de analisar a existéncia de mecanismos dependentes apenas de
processos difusivos cldssicos e interagoes de massa que possam construi-las a par-
tir de estados totalmente sem estruturas (“caldos ”), ou seja, uniformes no espago.
Naturalmente, a instabilidade da solugao estaciondria original, nao garante que uma
perturbacao levaria o sistema a uma solucao padrao estaciondria; hé a possibilidade
de que o sistema se aproxime de solugoes do tipo frentes de ondas [24], cadticas
[24], ou simplesmente sem classificagdo, que todavia podem ser consideradas como
padroes dindmicos, e o foram pelo proprio Turing.(“Most of an organism, most of
the time, is developing from one pattern into another, rather than from homogeneity
into a pattern . One would like to be able to follow this more general processes math-
ematically also. The difficulties are, however, such that one cannot hope to have
any very embracing theory of such processes, beyond the statement of the equations.
It might be possible, however , to treat a few particular cases in detail with the aid
of a digital computer”. [62].

A demonstracao de que simples processos difusivos poderiam desestabilizar es-
tados uniformes jé era uma idéia suficientemente revolucionéria para a época.

Os argumentos serdo apresentados em uma dimensao, isto é, para x € R! ja que
em dimensoes superiores apenas a manipulagao algébrica se torna mais complexa
sem qualquer acréscimo conceitual significativo.

Escrevendo o sistema de Turing homogéneo na forma vetorial, u = (uq,u2) e
‘ZT’; = R(u), a condigao de que o estado estaciondrio uniforme uy = (u10 ugp) seja
assintoticamente estavel nos leva a concluir que a matriz jacobiana

OR,  OR
orR _ [ ou  Dua A ( A A )

u OR>  OR3
i 9w ) () A1 Az

tem apenas autovalores com a parte real negativa, condigdo equivalente as
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seguintes afirmacoes:

1)—TT(A) =A11 + A <0

2)—det(A) = A11A95 — As1 A2 > 0. [2]

Voltando ao modelo completo de Turing, com difusdo, abordaremos a questao
sobre a possibilidade de que alguma perturbacgao, qualquer que seja ela, indepen-
dente de condigoes de fronteira, possa desestabilizar a solugao uniforme. Observe
que p(z,t) = po = (u10,u20) = constante, é uma solugao ( estaciondria, uniforme)
do sistema completo. Desestabilizar aqui significara, desestabilizar o sistema line-
arizado que descreve, aproximadamente, o comportamento dinadmico do modelo
matemdtico quando p(z,t) = po = (u10,u20), ou seja, p(x,t) = po + n(z,t), en-
quanto a perturbagao n(z,t) & 0.

O modelo de Turing linearizado nas vizinhangas da solugao uniforme é obtido
tomando-se apenas os termos lineares em 7 expandidos na equagao

o] 2 .
o = Heotne )} — DO {pg +n(x,t) } + R({po +n(x,1) }), ou seja,

ot

2 92

5t = D53 +An=Ln

onde D é uma matriz diagonal D = < ODI OD > e D; sao os respectivos
2

coeficientes de difusao de cada espécie.

A equacao linearizada fornecerd a tendéncia dindmica da perturbagao p(x,t) =
po + n(z,t) enquanto ela permanecer nas vizinhangas de pg, ou seja , enquanto
n(z,t) =~ 0. Portanto, a questdo se resume em analisar a evolugdo temporal da
solucdo n(zx,t) da equagao linearizada considerando-se a possibilidade de quaisquer
condicoes iniciais. Para isso, considerando o caréter linear da equagao, utilizaremos
o principio de superposicao de Fourier que nos leva a dindmicas na forma n(x,t) =
eMuy(x), onde v é uma solucio do problema espectral livre Lv = \v . Neste caso,
v representard a perturbagao inicial n(x,0) = vy(z). Em principio supomos entao
que todas as perturbagoes iniciais possam ser bem representadas como superposi¢ao
continua da familia {\} de fungdes espectrais {vy}x, 0 que é a prépria esséncia do
Método de Fourier.

Portanto, para desestabilizar o sistema, basta que exista uma destas fungoes
com A >0.

Para analisarmos esta questao utilizaremos novamente o principio de Fourier na
representacao das fungdes vy como superposicao de fungdes do tipo vy, (z) = e Ty,
, onde wy € R? —{0} é constante. Observemos que interessa-nos apenas fungoes
limitadas no espago, razao porque o numero de onda k deve ser real.

Finalmente, as funcdes bésicas vy, () = e*¥w;, devem ser procuradas como
solugoes da equacao espectral

Loy, () = Aoy, (z), ou seja,

(Daa—:2 + A) e*Twy = e*(—k2D + A)wy = e Ay,

que se reduz ao problema espectral algébrico para

(—k2D + A)wk = AWk,

cuja solugao , nao trivial, somente é possivel se

det(—k?D + A — i) = 0.
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kZqp;, inicial ndo estdvel para algum k real,

Enfim, existird uma perturbacao e’
(isto é, cuja evolugao

n(z,t) = eMte* @y, crescerd), somente se a matriz

A(k)=—-k’D+ A

tiver algum autovalor A com parte real positiva.

Voltamos pois ao conjunto de condigoes equivalente a estabilidade de uma matriz
2x2:

1-Tr(A(k)) <0

2-det A(k) > 0,

que neste caso “deve ”ser violado.

Ja que a primeira condigao é automaticamente satisfeita,

Tr(A(k)) = Tr(A) — k*(Dy + Dy) < tr(A) <0,

resta-nos apenas a segunda condi¢ao. Portanto, para a existéncia de perturbacoes
instaveis, é necessario determinar valores dos pardmetros das matrizes D e A , (co-
eficientes de difusdo e reagao) para que tenhamos det A(k) = Dy Dok* — (A11 Do +
A2 D1)k? + det A < 0 para algum k real.

Observemos inicialmente que a expressdo acima se trata de um polinomio de
segundo grau na varidvel real positiva s = k2,

P(S) = D1D252 — (A11D2 + A22D1)8 + det A, € , como

P(0) =det A > 0, e D; Dy > 0, concluimos que a existéncia de algum s > 0 tal
que P(s) < 0, nos leva & seguinte condi¢ao necessiria:

I) — Ay1 Dy + As Dy >0

que nao é todavia suficiente.

Como o valor minimo da parébola é atingido em s, = k2, = AuDztA2Di (5

D1Ds
2
pela condicao I ) temos P(s,,) = det A — %.

Portanto, a condicao final para instabilidade é dada por:

(A11D2 + A22D1)2
4D Dy

IT) — det A — <0.

Para que o conjunto de condi¢oes matemadticas {I, IT} seja de alguma utilidade do
ponto de vista do modelo matematico, é importante que analisemos o seu significado
e ocorréncias dentro do contexto biolégico.

Comecemos pelo aspecto interativo do sistema.

Como Tr(A) = Ay1 + Aze < 0, (1), concluimos que pelo menos um dos coefi-

cientes , Aj1, Ass é negativo. Digamos que Ao = g—ﬁ(po) < 0. Como, por outro

lado, I)-A11 D9 + A32D1 > 0, concluimos que necessariamente A7 = ‘g—fll(po) > 0.
Portanto, os coeficientes da diagonal de A devem ter sinais opostos. Estes coe-
ficientes representam as constantes Malthusianas para a dinamica das respectivas
espécies no que se refere a auto influencia que cada uma exerce sobre si nas ime-
diacgoes do estado uniforme, ou seja, devemos ter um elemento auto inibidor e um
elemento auto-ativador.
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Além disso, como det A = A1 Ago—As1 Ao > 0 (1), concluimos que A19A42; < 0.
Portanto, um modelo de Turing para duas espécies é necessariamente constituido
por uma de duas formas de reacgao:

A-

( ::__ : ), auto ativador (1) que é também ativador cruzado, e um auto
inibidor(2) que também é inibidor cruzado, e

B-

( i_ i— , auto ativador(1l) que é inibidor cruzado e um auto inibidor(2) que

é um ativador cruzado.

Analisemos agora uma questdo mais interessante e que diz respeito a difuséo.

Como Tr(A) = A1 + Az < 0, (1), e A11 Do + A D1 > 0, (I), devemos ter
Dy # Ds, ou seja, no modelo de Turing as espécies auto ativadora e auto inibidora
devem ter necessariamente coeficientes de difusao distintos.

Além disso, como A1 Dy + AsaDy > 0, (I), (e Asa < 0, A1; > 0), concluimos
também que

D, Dy
—Az2 >AA11 ou,
D .
o> % , j&d que de A1p + Ass < 0 temos Ajy <| Aag |.

Finalmente temos entao a terceira condigao:

C-

A difusibilidade do auto inibidor D, é maior do que a difusibilidade do auto
ativador D1.

A primeira “regra de ouro ” para a caracterizagao de um modelo de Turing pode
ser entao enfatizada pela seguinte frase:

“O auto-inibidor tem difusdo rdpida e o auto-ativador tem difusao lenta”.

Para os nossos objetivos todavia, é interessante desenvolver um pouco mais
esta caracterizacao levando em conta a dimensionalidade das constantes de reagao,

1 1
~ D 2 D 2
[A11] = [A22] =T, das expressoes [(_Azm) ] = |:(Alll) ] =1L,
e a discussao acima sobre a distancia de sinalizacao de um processo difusivo.
Com isto, podemos interpretar a desigualdade

: :

()" > (&)

como a segunda “regra de ouro ” para caracterizagao do modelo de Turing:

“O (auto)inibidor é de longo alcance e o (auto) ativador é de curto alcance”.

Estas regras gerais sao importantes para que possamos intuir sobre a ocorréncia
da formagao de padroes em sistemas dinamicos distribuidos e se constituem em um
dos pilares fundamentais da teoria contemporanea da morfogénese.

As aplicagoes que faremos da teoria de Turing aos sistemas neurobiolégicos se
baseiam essencialmente nestas interpretacoes.

Considerando que os processos de ativagao e inibigao, a curta e longa distancia,
s@0 mecanismos inerentes aos sistemas neurobiologicos [21], é natural agora prever
que o modelo de Turing deva ser um instrumento de argumentagao importante no
estudo tedrico desta drea.(Fig.2)
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3. O modelo de Turing para interagoes nao locais:
Modelos neurais

“You cannot believe in astronomical observations before they are confirmed by the-
ory”. Arthur Eddington, sec.[53].

Conforme ja assinalamos, o conceito classico do processo de difusao pode ser
considerado como uma (auto)transferéncia homogeneizadora da distribuicao de in-
dividuos no espago de aspecto que faz uso de um mecanismo com carater estri-
tamente local, isto é, utiliza apenas informagbes constantes em uma vizinhanca
“infinitesimal ” da distribuicao.

O fluxo difusivo é um funcional diferencial da densidade e, portanto, totalmente
determinado pelos valores da funcao distribuicao em uma vizinhanca infinitesimal
do ponto. Isto faz com que distribui¢cbes com caracteristicas outras completamente
diversas, mas com mesma derivada em um ponto x , determinem o mesmo fluxo de
difusao, fixados o meio e a espécie, isto é, o coeficiente de difusao. E importante
ressaltar que o termo “infinitesimal” tem um significado matemadtico preciso mas
que, mal interpretado, pode dar a falsa impressao de uma hipdtese completamente
absurda. O exemplo antolégico desta incoeréncia é o famoso “escandalo” da ve-
locidade infinita dos processos difusivos que ainda é motivo para muito desperdicio
de tinta. “Paradoxos ” desta natureza raramente subsistem a uma andlise simples,
mas nao de todo trivial, sobre as escalas de tempo e espaco utilizadas na formulagao
do modelo matemaético, uma questao central e relativamente pouco analisada. Com
isto, economiza-se uma grande quantidade de polémicas infindaveis e inécuas.

Por exemplo, a derivada com relagao a varidvel tempo em um modelo matematico
nao pode ser literalmente interpretada como um limite no sentido matemético. Ou
seja, Z—’t’(t) =A— Olimw ndo tem sentido “experimental” pois, para A
suficientemente pequeno, como exige o conceito matematico de derivada, a fungao
“experimental ” p ndo se modificaria e o resultado seria sempre nulo.(Qual o tempo
gasto por um elétron para realizar uma volta completa no atomo de Bohr? Logo,
com A menor do que este valor, todo o metabolismo estaria congelado!).

Como entao resolver esta questao? Na verdade, o modelo matemético continuo
deve ser encarado como uma aproximac¢ao matemética de um modelo discreto em
que a derivada é um “limite freiado ”, isto é, %(t) = w onde o A é pequeno
comparado com intervalos onde ocorrem grandes variagdes de p(t), mas tomado em
uma faixa onde hd uma “estabilizacao ” do valor do quociente. Esta faixa caracteriza
uma escala de tempo intrinseca do modelo matematico; qualquer efeito exterior que
ocorra em um intervalo menor, deve ser considerado como sendo “instantaneo ”.
Uma das poucas discussoes a respeito desta questao pode ser encontrada, em uma
forma elementar e clara, em [31], capitulos 6 e 13, ou em [13].

Nos modelos chamados neurais [37]supde-se que ocorra uma interagdo “néo lo-
cal” no sentido de que os processos de comunicagao, ou de influéncia, exercidos entre
os individuos desta populagao (em geral, neurdnios) se d4 em um intervalo de tempo
muito menor do que a escala de tempo caracteristica para a variacao dos estados
dos préprios individuos. Portanto, “grandes distancias ” podem ser percorridas pela
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sinalizagao em uma escala de tempo muito inferior a escala da dindmica do sistema
e, com isto, para efeito do modelo matematico, podemos considerar estes processos
como “instantaneos ” e de longa distancia.

Isto é o que de fato ocorre nos sistemas neurobioldgicos em diversos contextos.O
estado de excitacdo dos neurtnios é determinado pela dinamica de suas cargas
idnicas ( Ca™, K+ /Na™, etc. ) que, portanto, dependem do fluxo de matéria
(fons) através de membranas, (difusdo facilitada), um fenémeno mais lento do que
a transmissao de sinais elétricos através dos axonios: 0,1 al0 metros por segundo.
Este 1ltimo é um processo de reagao e difusdo a la KPP-F. Por outro lado, é
importante lembrar que os ax6nios podem ter um comprimento de ordem muitas
vezes maior do que a dimensao do corpo do neurénio (soma) que tem tipicamente
de 10 a 50um de didmetro. (Em casos extremos, os axdnios podem atingir até 1m
de comprimento!). J4 na retina, se considerarmos apenas as imediagoes da fovea
( = 0,5mm) estamos diante de um sistema de pequena extensdo e de interagoes
perfeitamente nao locais.

Na verdade, a conexao final, a sinapse, se d& por um processo de difusdao de neu-
rotransmissores, mas em um curtissimo espago, existente entre dendritos e axonios
(“cleft ”) 0,02um. Considerando-se que o coeficiente de difusao no caso ¢ da ordem
de D ~ 1075cm?/seg, a regra de ouro da difusdo nos fornece uma estimativa do
tempo gasto para esta etapa: AR 1.3 i) i

po g p Pa: Tsyn =~ 10=5(10-2m)2/seg
ordem muito menor do que o tempo gasto pelo pulso para percorrer o axonio.

= 4miliseg , portanto, de

Lembremos que o processo cldssico de difusdo presente no modelo original (e
diddtico) de Turing exerce um papel de “mecanismo de sinalizagdo”, j& que a in-
teragao entre os individuos se da por contato material e depende naturalmente da
sua movimentagao (movimento browniano) e da eventualidade do encontro (lei das
massas). E importante re-enfatizar, o que raramente é feito, que no modelo de Tur-
ing o busilis ndo estd exatamente nos mecanismos basicos (difusao e lei das massas),
mas sim na sua finalidade (influéncia) e na maneira pela qual ela é exercida; ativagao
pelos vizinhos préoximos e inibigao pelos distantes.Portanto, nao ha necessidade da
concorréncia de duas espécies se 0s processos basicos sao cumpridos.

Consideremos entao um protétipo (linear) de um modelo matemadtico distribuido
onde as regras fundamentais de auto interagao de Turing sejam representadas (em
uma dimensao, para simplificar o argumento) por um processo generalizado de
comunicacao (“instantanea ”) de influéncias descrito da seguinte maneira :

oo
2 = [ w(l @ =y [)p(y, t)dy = Lup.
— 00

Observe que este modelo prescinde da dinamica nao linear e das interagoes
cruzadas.

O termo a esquerda denota a taxa de variagao do estado do sistema pontualmente
em z ( representado pela densidade p(z,t) de apenas uma espécie) e a equagio deter-
mina que este estado é instantaneamente atualizado por uma ponderagao continua
dos estados pontuais em y de todo o sistema. A fungdo w(z) , chamada funcao
ntcleo de influéncia, introduz um “peso de influéncia” que depende unicamente da
distancia z =|  — y | do elemento influenciador ao ponto em questdo. A forma da
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fungao w(z) é determinante do tipo de interagao que se deseja descrever. Embora o
objetivo do modelo seja descrever interagoes nao locais, é razoavel que esta fungao
se anule para Z maior do que um certo valor d. Por mera conveniéncia matematica,
em geral, toma-se uma fungdo nao nula mas rapidamente decrescente com z — oo.
Por exemplo, para descrevermos uma interagao (auto) ativadora de curto alcance e
(auto) inibidora de longo alcance, podemos utilizar fungdes gaussianas

Gi(s) = exp[—hs?], (h > 0), e tomar uma funcio de influencia da forma (dita
de Rodieck) [48]

w(z,t) = aGa(z) —bGr(2) ,ondea>b>0,e A>1>0.

Observemos agora que o método de Fourier nos mostra que perturbagoes iniciais
v(x) que sejam auto fungdes de L,,, isto é, tais que L, v = Av, tém a sua dindmica
determinada por p(z,t) = eMv(z).

E, nao é dificil determinar que para funcoes de influéncia simétricas, as auto-
fungoes do operador integral L,, sdo exponenciais v(x) = w*? pois |

— 00 — 00 oo

[ wlz —y)etdy = [ w(z)e*=H)dz = (f w(z)eikzdz> e’ de onde

tiramos que
oo

M = [ w(z)e**dz = (k) é a transformada de Fourier de w(z). No caso

gaussiano (Rodieck) esta transformada pode até ser calculada explicitamente:
o0

[ exp[—hz?ett=dz = \/%exp[i—f}, ou seja,

— 00

A = a\/gexp[l—f} — b\/?exp[l—’f}.

E importante observar como, neste modelo simplificado, o ponto de bifurcagao
determinado pelo valor maximo de A\; depende de maneira crucial da relagao entre
a ativacao proxima e a inibicao distante.

Completemos agora este modelo com uma dindmica néo linear F(p) de carater
pontual,

25 = F(pla, ) + Lup (x.1),
ou seja, a taxa de variagéo%ﬁ’t) (no ponto x) ¢ influenciada na dindmica F
apenas pelos individuos situados exatamente no ponto x .

Em outras palavras (matemadticas), o operador F' é pontual, enquanto que L,,
é nao local e o operador de difusao Daa—; é local, ou, infinitesimal. E importante
enfatizar novamente que os operadores funcionais Op que determinam a dinamica de
um sistema distribuido , % = Oplp] podem ter carater pontual, local ou, nao local,
dependendo das escalas de espaco e tempo admitidas para o modelo matematico
em questao.

O sistema linearizado, digamos, na solugao nula, terd a forma

Gk =F'(0)n+ Lun

e o problema de estabilidade se reduz & anélise de existéncia de valores positivos
para a expressao (chamada, relagdo de dispersao)

F'(0)+ i (k) = Ak, p), onde p representa (vetorialmente) os pardmetros con-
stitutivos do modelo. O problema de bifurcacdo tem agora um carater mera-
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mente algébrico e é determinado pelos zeros simples da fungao 0(p) = kmax\(k, )
.Modelos matemaéticos de duas espécies com interagao nao local, uma ativadora e
outra inibidora, podem ser escritos nas formas

85% = FA(pA) + T (LwAApA + L’LUAIpI)

% = Fi(p1) + To (Luw;apa + Lu;,p1)

onde as fungoes T; tém por finalidade estabelecer uma saturacao nas influencias,
tipicamente como

T(z) = T -

Observe que o sinal (ativagdo ou inibigdo) e o alcance (préximo, longo) da in-
teragdo pode ser determinado pelos operadores lineares de influencia L, em cada
termo.

Consideragoes de escala podem também levar a inclusao de uma dinamica pon-
tual anterior ao ao processo de influencia, ou seja,

%3 = Fa(pa) + T1 (Lws 1 Fa(pa) + Lua Fi(pr))

&L = Fi(pr) + Tz (Luga Fa(pa) + Luy, Fr(pr) .-

Esta classe de modelos ocorre no tratamento da dispersao (nao local) de pop-
ulagées como, por exemplo, no estudo da dispersdo de insetos sociais, [36].

Nao prosseguiremos no desenvolvimento matematico destes modelos pois ja
temos o suficiente para que o(a) leitor(a) possa vislumbrar os argumentos bésicos. Se
a manipulacao algébrica torna-se previsivelmente mais escabrosa com a inclusao de
novos termos, por outro lado os argumentos permanecem essencialmente os mesmos,
e isto nos basta a esta altura. Maiores detalhes e exemplos podem ser encontrados
na bibliografia: [37], [13].

4. Modelo de Swindale para o fenomeno de dominagao
ocular de Hubel-Wiesel

“Biologists observe things that cannot be explained. Theorists explain things that
cannot be observed”. Aaron Katchalsky

O mapeamento das sinapses no cortex cerebral com respeito a origem dos axonios
na distribuigao sensorial do corpo é uma preocupacao antiga dos neurofisiologistas,
[21]. Partes do corpo onde hd uma maior concentragdo de receptores sensoriais,
como as pontas dos dedos, especialmente do polegar, e a fovea da retina, ocupam
uma parte relativamente grande no mapeamento cortical. Além disso, o mapea-
mento é dinamico e competitivo. Por exemplo, em um violinista cujo treinamento
for iniciado antes dos 11 anos de idade, hd uma quantidade excepcional do cortex
destinada aos estimulos sensoriais dos dedos [60]. O conceito que descreve este im-
portante fendomeno é denominado “plasticidade ” e deve-se & escola canadense de
neuropsicologia, especialmente a Hebb [17].

O estudo do mapeamento dos receptores Oticos no cértex tem por objeto de
andlise um “padrao” fisioldgico fundamental para a compreensao de uma das mais
importantes fungoes do sistema neurolégico e que é o tema central deste trabalho;
a cognicao visual.
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A retina se constitui na tnica “parte exterior ” do cérebro e tem por finalidade
transformar a luz incidente em sinais que, apds um processamento, sao enviados a
uma parte intermedidria, que a grosso modo atua como um relé (nucleo lateral geni-
culado), para posteriormente atingirem o cértex visual primério ( V1), e dai para ou-
tras sucessivas e mais profundas regioes do cértex. A percepgao sensorial-cognitiva
global da visao provém de todo este trajeto e de seus respectivos processamentos.
Cada “estagao de processamento” tem uma tarefa cognitiva especifica, progressiva-
mente mais sutil e menos conhecida, conforme nos aprofundamos no cértex [21]. A
retina é portanto a estacao primeira do cérebro no trajeto de processamento dos
estimulos luminosos e nada mais sabio do que iniciar por ela.

Nesta secao trataremos apenas de aspectos relacionados até a primeira estagao
processadora cortical denominada V1.

Esta arquitetura de processamento tém inumeras caracteristicas que instigam
a curiosidade do fisiologista quanto as suas funcgoes. Uma das mais notaveis foi
descoberta por D.A. Hubel e T.N.Wiesel na década de 1960 e pela qual ganharam
o prémio Nobel em 1981, [21],

http://apu.sfn.org/images/brainbriefings /visual dev_illus_large.gif .

A transmissao de sinais da retina ao cortex visual se da pelo chamado nervo
otico que é na verdade um feixe de axoénios provenientes da terceira camada de
células da retina, os ganglios, de ambos os olhos. Chegando ao cortex, é natural
indagar como se arranjariam espacialmente as células receptoras dos axénios de um
e de outro olho, ja que receberam sinais distintos e que, de alguma forma, deverao
ser congitivamente integrados para a percepcao da imagem.

A formacao de sinapses no cértex visual primério era reconhecidamente um pro-
cesso competitivo entre as duas classes de axonios provenientes das duas retinas
desde os trabalhos de Hebb sobre plasticidade. Por exemplo, um recém nascido que
tivesse um dos olhos oclusos durante algum tempo, apresentaria uma predominancia
quase completa de sinapses de axonios do olho ativo em detrimento dos relaciona-
dos ao olho inativo. Mais do que isso, Hubel e Wiesel observaram que em alguns
animais mamiferos, especialmente naqueles que possuem um visdo frontal, (felinos
e primatas que sao predadores, tém; roedores que sdo presas, nao tém), as dis-
tribuigoes das sinapses dos axonios no cortex visual apresentam uma arquitetura
notavelmente organizada. Nesses casos hd uma alternacao de “colunas” ou “faixas”
de neurénios do cortex que sao predominantemente conectados, respectivamente,
a um ou outro olho. Essas colunas formam ainda padroes espaciais que chamam
a atencao pela sua semelhanga com os da impressao digital, e da pele de animais
como a zebra, [21].

Através de experimentos sutis e engenhosos, Hubel e Wiesel demonstraram que
no cortex de um primata as sinapses provenientes do olho esquerdo, por exemplo,
exerciam uma influéncia estimuladora na formacgao de outras sinapses do mesmo olho
em uma regiao interna de raio aproximado de 200um, enquanto que exerciam uma
influéncia inibidora sobre as mesmas na regiao intermediaria entre 200um e 600um,
e nenhuma influéncia apreciavel na regiao externa além de 600um. Por outro lado,
as mesmas exerciam uma influéncia inversa na formagao de sinapses do olho direito,
isto é, um efeito inibidor na regido interna, estimulador na regiao intermedidria, e
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Figura 3: Padroes de faixas em zebras, impressoes digitais e/ou colunas de
dominagéo ocular [37].

nulo na regiao externa. Como era de se esperar, observou-se um comportamento
simetricamente semelhante das influéncias das sinapses do olho direito sobre elas
mesmas e sobre as do olho esquerdo.

Usando a terminologia do item anterior sobre interagoes nao locais, poderiamos
representar matematicamente a influéncia de uma sinapse do olho esquerdo sobre a
formagao de sinapses semelhantes por um nicleo de Rodieck do tipo

ws(z,t) = aGa(z) —bGr(z) ,onde a >b>0,e I > A >0,

e sua influéncia sobre a formacao de sinapses rivais do olho direito, com o seguinte
ntcleo

wy(z,t) = aGa(z) —bGr(z) ,onde b >a >0,e A>T > 0.([48]).

Nucleos de Influéncia de Rodieck

Figura 4:

Essas influéncias, como é de se esperar com base no simples bom senso, sdo cu-
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mulativas com respeito a densidade das sinapses influenciadoras, mas estao sujeitas
a saturagao para uma densidade limiar, ou seja, o efeito Malthusiano é contido apds
um crescimento inicial.

Naturalmente, apenas com estas informacoes da fisiologia descritiva, por mais
importantes e detalhadas que sejam, nao se poderia explicar a formacao dos padroes
de dominacao ocular que é uma questao de cardter essencialmente geométrico e,
portanto, matemaético.

Coube a Nicholas V. Swindale (www.swindale.ecc.ube.ca/gallery /html ), fisio-
logista experimental, mas conhecedor também dos argumentos tedricos de Turing, a
formulagao, em 1979, de um dos primeiros modelos matematicos para a explicagao
deste fenomeno de morfogénese [58], [59]. O modelo de Swindale é notével pela
parcimonia de suas hipdteses e se constitui em um dos exemplos antolégicos da
Biomatematica contemporanea.

O modelo faz uso dos operadores L,,, e L,,, para representar, respectivamente,
os processos de ativagao e inibicao de populagoes semelhantes e rivais, e acrescenta
uma dinamica pontual F(p) (por exemplo Verhulstiana , F'(p) = yp(1 — £) ) para
introduzir o processo de saturagao da seguinte maneira;

% = F(IOE){stpe + Lprd}

% = F(pa){Lw, pe + Luw, pe}-

Naturalmente, p. e pg representam, respectivamente, a distribuicao das sinapses
do olho esquerdo e do olho direito no cértex visual.

Os estados uniformes p. = 0, pg = N , e p. = N, pg = 0 sdo estaveis, ou seja,
nao héa aparecimento espontaneo de sinapses de nenhum dos dois tipos. J& o estado
Pe = %, pPd = % pode ser instavel para parametros adequados e, neste caso, a
simulagao numérica da dinamica de pequenas perturbagoes demonstra claramente
a formagao estdvel dos padroes de dominagao ocular de Hubel-Wiesel, [58].

O sucesso deste modelo mostra-nos que embora o fenomeno de morfogénese seja
extraordinariamente complexo e exasperante quando considerado sob todos os seus
aspectos moleculares, celulares e biofisicos, por outro lado, ele pode ser surpreen-
dentemente intelegivel através de apenas algumas poucas hipdteses escolhidas com
parcimoénia e conhecimento de causa. Sem esses “pequenos milagres” o progresso
da Biomatematica seria impossivel, e sem uma “fé” na sua inesgotabilidade seria
desanimador trabalhar nesta area, como de resto, em qualquer parte relevante da
ciéncia.

O desenvolvimento posterior deste e de outros modelos semelhantes para a ex-
plicagao dos padroes de dominagao ocular, assim como de diversos outros fendmenos
afins da arquitetura neuroldgica é revisto em [59] e [35].

5. Padroes de percepcao em alucinacoes visuais: O
modelo de Cowan-Ermentrout

“..e, aplicando-lhe saliva aos olhos e impondo-lhe as maos, perguntou-lhe: Vés al-
guma coisa? FEste, recobrando a vista, respondeu: Vejo os homens, porém como
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drvores os vejo. Entdo novamente lhe pos as maos nos olhos, e éle, passando a
ver claramente, ficou restabelecido; e tudo distinguia de modo perfeito”. Marcos 8:

23-26.

A visao como cognicao nao decorre passiva e deterministicamente dos estimulos
luminosos que incidem sobre a retina, como se fésse uma mera impressao fotografica,
mas depende de forma crucial de todo um complexo processamento neurobiolégico
que apesar de sua robustés, pode ser modificado estruturalmente ou cognitivamente.
Nenhum cego de nascenga, uma vez curada sua deficiéncia fisioldgica, passa a “ver”
o mundo imediatamente; é necessario um tempo de aprendizado cognitivo que fisi-
ologicamente tem a sua correspondéncia em estruturas e processos, [17]. A modi-
ficagao destas estruturas fisiolégicas em pontos cruciais pode nao destruir comple-
tamente a cognicao mas pode distorce-la enormemente. Nesta se¢ao trataremos
de percepgoes “anormais”, ou alucinagoes, originadas de modificagbes estruturais
causadas pela supressao de neurotransmissores.

As alucinacoes visuais sao descritas na medicina como sintomaticas de vérias
patologias. As alucinagbes decorrentes da ingestdo de drogas alucinégenas (LSD
e mescalina) foram experimentalmente analisadas na década de 1960, por motivos
Obvios, e tém duas caracteristicas que sugerem um tratamento matematico:

1)A sua origem fisiolégica deve estar no cértex visual e independe de estimulos
Oticos, uma vez que podem ser induzidas em individuos cegos por deficiéncia na
retina ou no nervo 6tico,

2)Os padroes visuais reportados pelos individuos submetidos a estas drogas sao
geométricos e sempre classificdveis em 5 tipos: i)reticulados ou colmeias, ii)teias de
aranha, iii)espirais, iv)tineis (faixas concéntricas), e v)papaventos como na figura
5 abaixo.

Figura 5: Padroes de percepcao visual em alucinagoes: i)reticulados ou colméias,
ii)teias de aranha, iii)espirais, iv) tuneis e faixas concéntricas, e v) papaventos.
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Observemos que estes padroes, embora tenham origem intrinseca, sao visuais,
o que significa que sao idénticos aos estimulos 6ticos provenientes da impressao de
imagens reais semelhantes sobre a retina de individuos com sua visdo intacta. A
explicagao da ocorréncia destes padroes se dard pela analise das atividades do cortex
visual, e portanto, dependera de uma identificacao dos mesmos neste contexto, o
que somente serd possivel conhecendo-se o mapeamento entre a retina e o cortex
visual. O mapeamento fisioldgico entre as superficies da fovea e do cértex visual foi
obtido, de forma relativamente simples, por Cowan em 1977 e consistia basicamente
em um logaritmo complexo, w = logz, (w = (logr,0) <= z = re’ ~ (r,0) ),onde
z é a coordenada do cortex e w da fovea. Desta forma, os padroes de colméia na
retina se identificam com reticulados no cértex, tineis (faixas concéntricas) com
faixas verticais paralelas, papaventos com faixas horizontais e espirais com faixas
inclinadas.

A teoria de Cowan-Ermentrout consiste nas seguintes hipéteses que sdo funda-
mentadas em observacoes experimentais:

1-A superficie cortical contem duas familias, ou camadas, de neurénios dis-
tribuidas uniformemente, uma chamada de células excitadoras e outra de células
inibidoras.

2-Cada célula pode estar em um estado variavel de ativagao que serd medido
pela sua taxa de disparo. Interessa-nos aqui medir o grau de ativagao total de
cada camada, ou seja a distribuicao superficial da taxa de todos os disparos, onde
distinguiremos os disparos provenientes das células excitadoras e os das células
inibidoras. Denotaremos entao por F(z,t) e I(z,t) estas respectivas distribuigoes
na coordenada (plana) z da superficie do cortex visual (V1) no instante ¢.

3-H4 um decaimento exponencial da atividade do tipo excitador e do tipo
inibidor.

4-H4 influencias nao locais: positiva (ntcleo gaussiano) da atividade excitadora
em F e I, e negativa (gaussiana invertida) da atividade inibidora em E e I. (A
nomenclatura aqui é ligeiramente confusa mas nao imprépria e exige um momento
de meditagao!).

5-As intensidades das influencias causadas pelas interagdes sdo moduladas por
uma fungao de saturacdo do tipo S(u) = M%

6-Uma imagem na retina se traduz por um padrao de células (excitadoras e
inibidoras) ativadas no cértex.

Com base em 2),3) e 4), e a experiéncia dos {tens anteriores podemos escrever o
modelo de interacao nao local de Cowan-Ermentrout da seguinte maneira:

% =—-F+5g (LeeE - Liel)

9 = I+ 81 (LB — LiI)

O objetivo de Cowan e Ermentrout era demonstrar que, para um ajuste ad-
equado dos pardmetros do modelo matemético, a solugdo nula (nenhuma viséo!)
poderia se tornar instdvel. Com isto, a prépria dinamica do sistema faria com
que perturbagoes, inevitaveis, se desenvolvessem atingindo estados estacionarios
estaveis que configuram os padroes de visdo alucinatérias no cortex. A modificagao

dos parametros constitutivos do sistema, especialmente na eficiéncia das sinapses
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ativadoras e inibidoras, (motivadas por reagoes quimicas excepcionais dos neuro-
transmissores), é exatamente o papel desempenhado pelas drogas alucinégenas.

A andlise de bifurcacao é entao feita pelos métodos tradicionais, ainda que um
pouco trabalhosa, e o cdlculo dos estados estacionarios é obtido por simulacoes
numéricas que comprovam a existéncia dos padroes acima descritos, [37], [3]. Este
trabalho comprovou de maneira surpreendente a ubiquidade dos mecanismos de
Turing.

O estudo da cognigdo, e particularmente da consciéncia, leva-nos imediata-
mente a questoes relacionadas a formacao de padroes de formas na dinamica neu-
robioldgica. Afinal, esta é a manifestagdo concreta e objetiva da “consciéncia’, e
portanto a Unica representacao cientificamente analisavel dos padroes de percepgao.
O estudo desta questao, historicamente abordada apenas sob o ponto de vista fi-
loséfico e especulativo, tem sido intensamente estudada nos 1ltimos anos sob vérios
aspectos objetivos [4], [32] onde mais uma vez os argumentos de Turing se mostram
como um dos conceitos naturais para sua compreensao.

Apenas como referéncia passageira de fenomenos analisados nesta area, cita-
mos os conhecidos efeitos denominados “rivalidade ocular ” e instabilidade de per-
cepgao visual [32], [1]. Este segundo efeito é facilmente ilustrado nas figuras abaixo
onde duas percepgoes distintas, mas com “estabilidade” precaria, sao separadamente
apreendidas mas facilmente (dinAmicamente) intercambidveis por meio de “peque-
nas peturbagoes”. Algumas pinturas de Salvador Dali exploram de forma magistral
a instabilidade da percepcao de padroes. Consulte especialmente a pintura “Mer-
cado de escravos com a apari¢ao do busto invisivel de Voltaire ” (Dali Museum in
Cleveland) reproduzido em [1] e “Velhice, adolescencia e infancia ” ( St. Petersburg
Museum , Florida) reproduzido em [32]. Veja também [10].

Nao é dificil aceitar a sugestao de que este fendmeno cognitivo esteja relacionado
a dois estados de ativagao neurolégica estaciondrios, estaveis, mas passiveis de deses-
tabilizagao nao linear, isto é, instavel sob pequenas perturbagoes nao infinitesimais.
Este fenomeno é qualitativamente semelhante aos processos de bifurcagao, muito
comuns em matemédtica aplicada [31], [2]. Sob esta perspectiva, a caracterizacao
destes “estados cognitivos” seria um problema nao somente fisiolégico mas de rep-
resentagao de “padroes” no sentido de Turing.

6. Os modelos de inibicao lateral de Hartline-Ratliff-
Knight-Peskin: Bandas de Mach

“The ultimate goal of many cognitive scientists is to understand intelligence in its
highest form: the ability to write poetry, to prove theorems.....Others, myself in-
cluded, prefer less lofty goals, which seem more likely to be realized. Instead of
poets, we wish to understand snails”. L.A.Segel, [52]

Para o estudo de um sistema tao complexo como o cérebro humano (alguns o
consideram como o mais complexo do universo!) é natural que se adote a abor-
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Figura 6: Exemplos clédssicos de instabilidade de percepcao: “topetudo” <= modelo,
de Gerald Fisher 1967, “damas : jovem<=velha ” de W.E.Hill 1915.

dagem mais cautelosa possivel ou, como dizem os do sertao mineiro: “mingau
quente come-se pelas beiradas”. H.K.Hartline (Nobel de Fisiologia em 1967), F.
Ratliff e R.W.Rodieck entre as décadas de 1940 1960 adotaram exatamente uma
estratégia deste tipo. Iniciando pela parte externa do cérebro, (retina), de um de
seus exemplares mais rudimentares (crustdceo Limulus Polyphemus), [16], e nas
suas manifestagoes mais simples; o fenémeno de auto inibicao e inibicao lateral
[48].(Fig 1b). Como j4 tivemos oportunidade de analisar, os processos de inibicao a
longa distancia e ativagao a curta distancia sao os ingredientes de comportamento
caracteristicos na construgao de um modelo de morfogénese de Turing. Nesta secéo
todavia nao abordaremos especificamente nenhuma formacao de padroes e nos limi-
taremos a questoes mais bésicas relativas a fenémenos decorrentes do processo de
inibicao lateral de longa distancia.

Uma das fungdes mais importantes, e simples, do sistema visual é detectar o
movimento nas suas imediagoes, ou seja, codificar a variacao de intensidade luminosa
que é recebida pela retina. Esta capacidade é crucial especialmente para organismos
que sao forcados a cumprir o papel de presas em um sistema ecolégico.

Os insetos em geral tém um sistema visual rudimentar comparado aos dos
mamiferos, formado por uma enorme quantidade de omatideos que funcionam como
pequenos olhos, juxtapostos e independentes mas altamente apropriados para de-
tectar movimentos adjacentes. “Large eyed ants generally do mot respond to prey
insects that are standing still, but run after them as soon as they begin to move”,
[64]. As abelhas, mais sofisticadas, utilizam os seus omatideos como sensores de
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“fluxo visual”, com os quais determinam o trajeto de voo de retorno a colméia, ou
a fonte de néctar ja encontrada, [63],[15].

A percepgao e a cognicao de imagens com toda a sutileza que esta tarefa exige
é uma capacidade que depende de algumas habilidades elementares que constituem
em um sistema organico complexo. Fiéis a abordagem da questao no sentido “de
baixo para cima 7, (“bottom-up”), descreveremos rapidamente as observacoes de
Hartline-Ratliff sobre o comportamento da retina do L.Polyphemos quando sub-
metida a experiencias bem simples, a segunda podendo ser facilmente interpretada
na retina do(a) préprio(a) leitor(a).

Os neurodnios do sistema em estudo serao classificados quanto ao seu grau de
atividade de acordo com a frequencia de seus disparos , “spikes”, [21]. A “atividade”
de uma regiao do sistema neural é medida pela taxa de disparos, ou seja, pela
concentracao de disparos ao longo do tempo.

Experimento 1:

A primeira experiéncia consiste em iluminar a retina com uma luminosidade
constante e, subitamente, diminuir a intensidade desta iluminacao.Durante a ilu-
minagao inicial a atividade da ultima camada de neuronios da retina (ganglios) é da
ordem de 20-50 por segundo que depende muito pouco da intensidade. Além disso,
esta atividade nao é deterministicamente previsivel pela intensidade da iluminagao;
este é um processo estocdstico e a taxa tem um sentido de média, [21], [53]. A
variagao temporal de intensidade induz um brusco aumento desta atividade neural
que todavia decai rapidamente para uma atividade maior do que a anterior, mas
também constante. Sob iluminagao modulada a resposta pode ser da ordem de 200
e até 1000 disparos por segundo. Esta observagao mostra claramente que o olho
responde muito mais forte a variagoes temporais do que a niveis de intensidade; o
patamar de resposta constante posterior é bem abaixo do atingido pelo surto de
luminosidade e apenas um pouco acima da resposta ao nivel anterior. Usando a
nomenclatura de sistemas lineares, podemos dizer que a retina hiper responde ao
degrau de intensidade luminosa com um regime transiente curto que rapidamente
volta a um outro estado permanente, estacionario e estavel.

Ao invés de prosseguirmos na andlise deste importante experimento, que testa
capacidade adaptativa da retina a variacao temporal do estimulo, passaremos ao
caso seguinte que trata da resposta neurolégica a variacao espacial do sinal luminoso.

Experimento 2-Ilumina-se uma regiao & esquerda com intensidade uniforme e
estaciondria até uma linha, a partir da qual a intensidade decresce rapida mas com
um gradiente constante até atingir a regiao a direita que é iluminada com uma
intensidade também uniforme e estacionaria mas com muito menor intensidade.

Neste segundo experimento, observa-se uma resposta de patamar constante ao
longo da metade & esquerda, como era de se esperar. Aproximando-se todavia da
regiao de transicao verifica-se uma subida ingreme até um pico mergulhando em
seguida com grande inclinagao até um nivel abaixo do patamar a direita para logo
em seguida aproximar-se deste patamar.

A explicacdo discursiva deste fendmeno se baseia no processo de inibicao lateral
a longa distancia. A faixa da Mach a esquerda aparece mais iluminada porque os
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Figura 7: O grafico acima reproduz a intensidade de iluminacao da Fig.8 e o grafico
abaixo descreve a resposta fisiolégica da retina ao estimulo que se traduz no efeito
Mach.

neurdnios estimulados por esta regiao nao recebem uma inibicao forte dos neurdénios
a direita, que nao estao estimulados. Um efeito oposto ocorre com a faixa escura
da direita por conta da forte inibigdo dos neurdnios (estimulados) & esquerda. Este
efeito pode ser melhor observado na figura apresentada no sitio
http://www.geocities.com.SoHo/Museum /3828 /greyspots.html

A implicagao sensorial imediata deste fenomeno é uma constatacao experimental
simples na visao humana e tem importancia fundamental para o padrao cognitivo.
Embora este fenémeno tenha sido utilizado pelos pintores através dos tempos [18],
a sua descrigao cientifica é relativamente recente ( sec.XIX) e é atribuida ao fisico e
filésofo austriaco Ernest Mach, pelo que é denominado “efeito Mach 7, ou, “bandas
de Mach”, [46],[47].

Mostraremos a seguir como o efeito Mach pode ser representado matematica-
mente como uma simples decorrénciam em um modelo onde o estimulo visual é
submetido a inibigao lateral de longa distancia. Este modelo foi proposto por Hart-
line e Ratliff e desenvolvido por Bruce W. Knight [25].

Considerando-se as observagoes acima, o modelo HR-K pode ser matematica-

mente escrito da seguinte maneira auto explicativa;
oo +oo

R(x,y,t) = E(z,y,t) — )\f [ [ Gx—a,y—B,t—7)R(a, 8, 7)dTdadf

0 —oo0 —oo
onde R(z,y,t) é a resposta da atividade do sistema no ponto (x,y) no instante
t, E(z,y,t) é o grau de excitacdo a que o ponto (z,y) é submetido no instante ¢
pela luminosidade e G(x — a, y — 3,t — 7) representa a influencia ( inibidora, como
é no caso) exercida sobre o ponto (z,y) no instante ¢ pela excitagdo do ponto («, )
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Figura 8: A intensidade de iluminacao da figura acima decresce como no gréfico
da figura de baixo. Entretanto, o(a) leitor(a) pode atentar para a sua percepgao
subjetiva de uma (inexistente) faixa mais clara logo & esquerda na regido de transi¢ao
e de uma faixa mais escura a direita da regiao de transigao: as bandas de Mach.
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no instante 7 < t.( G(z,y,t) = 0 para t < 0).

Consideremos agora que o efeito inibidor, representado pelo termo integral a
direita, se propaga por uma sinalizacao quimica difusiva. Entao, podemos reescrever
este modelo na seguinte forma diferencial proposta por Peskin [43], [24],

9E _

Yo =L—F

9 = AI-I+AR

onde E, como antes, mede a excitagao pontual do sistema, L é o estimulo lu-
minoso também pontual, v é uma constante de tempo intrinseca que mede o de-
caimento livre da excitacdo, I é a concentracao do “efeito “inibidor” (que também
decai livremente com a constante normalizada 1), e a resposta pontual R é dada
pela diferenca entre a excitagdo e a inibicdo: R=F — I .

E importante frisar que este modelo, relativamente simples, tem por objetivo
representar apenas os fenomenos basicos observados naqueles experimentos e nao
tem obviamente nenhuma pretensao de analisar o sistema visual quanto a questoes
mais sutis.

A grande vantagem deste tratamento é que podemos prever e analisar os fendmenos
que decorrem das propriedades bésicas definidas pelos experimentos. Para isto, tes-
tamos o sistema com diversos estimulos espaciais e temporais. Por exemplo, se
tomamos L(z,y) =1 para « > 0, e L(z,y) = 0 para z < 0, a resposta permamente
do sistema ( apds o perfodo transiente) serd estaciondrio da forma:

Al —T—-X+)L=0 -

A 1 _—zvA+1

Asuasolugéoédadapor[:{ Egim%x<o),x>0 },e

21 2 J
A (1 l,—zVA+T
R:L—I:{l )\)\ﬂl(ai/ﬁ%e ), z>0
T+ §€ < 0

cujo grafico abaixo mostra claramente a formagao das “bandas de Mach” de

uma maneira semelhante aquela ja apresentada na figura 7.
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7. Modelos com distribuicao continua de estados
neurais: Um novo “instrumento” de observacao

“O sapo nao pula por boniteza, ele pula por percisao ” J. Guimaraes Rosa

A escolha de alguns aspectos mensuraveis e caracteristicos dos individuos de uma
populagao para que a sua distribuigao (no “espago de aspecto ”) se torne suficiente
para descrever uma dinamica é um dos pontos cruciais na formulacdo de qualquer
modelo matemdtico de dindmica populacional [14].

Os modelos matematicos que apresentamos até o momento simplificam enorme-
mente o comportamento individual dos neuronios. Por exemplo, o “grau de ativacao”
instantaneo em um ponto do espago nestes modelos é tomado como uma média tem-
poral (“integrate-and-fire model”) que, na escala de tempo, representa de maneira
muito rudimentar o comportamento temporal dos neurdnios [9]. Com isto esta-
mos desprezando quase completamente a rica dinamica neural que foi o tema cen-
tral do trabalho de Hodgkin e Huxley. E claro que em algum momento modelos
matematicos que pretendem uma explicagdo de fendmenos neurobioldgicos cruciais
nao poderao prescindir de uma descri¢cao mais detalhada desta dindmica. Ou seja,
parafraseando Guimaraes Rosa, ou o seu personagem, os neurénios nao exibem suas
complexas oscilagdes apenas para nos maravilhar, ou por um mero capricho divino!
Ou, como diria Albert Einstein: “Deus € sutil, mas ndo malicioso!”.

E verdade que a grande maioria dos neurdnios, de fato, apresenta uma re-
sposta nitida, isto é, extremamente répida, e essencialmente boolena ( sim/nao)
aos estimulos recebidos. Modelos matematicos que descrevem fenémenos em uma,
escala temporal muito maior do que a escala em que ocorre a dinamica desta re-
sposta sdo plenamente justificados em considera-las booleanas. Além disso, pelo
lado pragmaético da questao, a riqueza da dinamica de Hodgkin-Huxley [44] ndo nos
deixa opgOes matematicamente trataveis no caso de uma populagao muito grande
de neurénios. A propdésito, é oportuno lembrar que o tamanho e a complexidade do
sistema nervoso real nao se mede apenas pelo nimero de neurénios que o constitui
("10'?) mas também pela extensa e intensa rede de intercomunicacio ( “10*°) que é
uma caracteristica singular e essencial destes sistemas.Um neurénio do cortex pode
estar conectado a centenas ou milhares de outros neuronios. Para tornar o problema
ainda mais dificil, as escalas de tempo diferem da ordem de 10%, por exemplo,entre
o tempo de percurso de um impulso através de um axonio (useg) ao tempo de
processamento de sinais visuais (seg). Também, a capacidade de percepcao dos sis-
temas sensoriais varrem uma extensa gama de escalas como, por exemplo, desde a
excitacao de uma célula bastao por um unico féton, até a perscrutacao de detalhes
e cores sob intensa luminosidade.

Entretanto, em alguma circunstancia, a descricao de fendmenos neurobiolégicos
especificos deverd exigir uma representacao mais detalhada dos estados das células
que compoem o sistema em questao, ainda que tenhamos de lidar com modelos
matematicos mais dificeis de serem analisados.

O estudo destes casos tém sido feito, em geral, por meio de dispendiosas sim-
ulagoes de Monte Carlo e raramente pela analise de um modelo matematico. Ul-
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timamente, retomando a estratégia do modelo populacional, uma série de recentes
trabalhos da escola de fisiologia matematica da Mount Sinai School of Medicine
(N.York) e da Rockefeller University liderada por Bruce W. Knight e Lawrence
Sirovich [26],[27],[42], [54] e [41], desenvolveu uma nova abordagem que contempla
uma descri¢ado mais detalhada do estado do sistema neural. Este modelo faz uso
de “aspectos ” suficientes para a representacao analitica de diversos fendmenos ao
mesmo tempo que possibilita o seu cdlculo em tempo muito menor (aproximada-
mente da ordem de 1072 ) do que o utilizado nas simulacdes de Monte Carlo, [40].

O “aspecto”, ou o estado individual, de um neurdnio neste modelo, ainda muito
simplificado, é descrito pela sua posicao no ciclo limite de sua dinamica que pode
ser representada pela varidvel ciclica § € S* (circulo unitério), ji que os estados
0 =0 e 8 = 27 coincidem devido a periodicidade do processo. O estado do sistema,
isto é, da populacao, pode entao ser representado por uma funcao de distribuicao
P(6,t) que ndo descreve o aspecto espacial mas apenas a distribuigdo quanto &
excitagao. Com isto, o modelo matematico é formulado a partir da aplicagao usual
de principios de conservagao,

o =~ (~D35 + fP)

uma vez estabelecidos, neste contexto, as expressoes adequadas para os fluxos
de transporte e difusdo, como é usual em tais modelos, [14] e [27].

E uma caracterfstica notével desta abordagem que, embora a dinamica do
neurénio solitdrio de Hodgkin-Huxley seja completamente nao linear, o modelo
matematico do sistema neural é representado por uma equacao diferencial par-
cial linear tornando-a assim susceptivel ao vetusto e sempre eficiente método de
Fourier nas suas diversas formas. Além disso, métodos de projecdo para a redugao
da dimensao do espaco de fase do sistema podem ser utilizados com vantagem,
especialmente no cdlculo numérico das solugoes [55].

A representacao do sistema neural distribuido segundo diversos aspectos, nao
apenas o espacial, proporciona a possibilidade de observagao (visual!) de padrdes
estaciondrios e dindmicos que de outra forma se manteriam incégnitos. A es-
tratégia cldssica da pesquisa em neurociéncia, que foi sempre fundamentada na
identificagdo de formas fisioldgicas e sua interdependéncia com as fungoes do sis-
tema, desenvolveu-se extraordinariamente ao final do século XIX e comego do século
XX, como resultado de observagoes mais acuradas e penetrantes proporcionada pe-
los instrumentos éticos e técnicas experimentais progressivamente mais modernas.
Agora, com a descricao ampliada do sistema neural, serd possivel detectar padroes
de formas nao aparentes por uma inspegao a “observacao nua ” , isto é, despida
dos instrumentos matematicos. A busca de padroes identificaveis e reproduziveis
do sistema, que é em esséncia a estratégia cientifica em qualquer campo de inves-
tigacao, adquire assim uma importancia singular e curiosa no estudo de processos
cognitivos.

‘Padrao’ é naturalmente um conceito subjetivo que depende da experiéncia do
observador. Por outro lado, a sua recorréncia e estabilidade faz com que ele se torne
universal, e objetivo [10]. Com isto, voltamos ao inicio deste trabalho: usamos o
instrumento matematico para a compreensao de alguns aspectos da visao enquanto
que, por outro lado, utilizamos a habilidade visual para detectar padroes na sua
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representacao matemaétical

O contetdo e a esséncia do sistema neurolégico naquilo que ele tem de mais im-
portante podem ser representados enfim como as formas que emergem das diversas
dinamicas em que ele é descrito. Quanto mais os programas de Hodgkin e Huxley
e de Turing se entremearem, tanto mais conheceremos sobre o funcionamento deste
sistema.

Se ap6s varias paginas nao pudemos convencer o(a) leitor(a) sobre a importancia
do estudo dos modelos de dindmica populacional com respeito a emergéncia de
padroes e formas em neurobiologia, s6 nos resta, como ultimo recurso, apelar a
autoridades superiores:

“Wherever you look in the cortex of the brain, you will find organization..... It
s far from random.... The picture cries out for explanation: to relate structure to
function ” [25], e

“I have sometimes heard it said that the nervous system consists of huge numbers
of random connections. Although its orderliness is indeed not always obvious, I
nevertheless suspect that those who speak of random networks in the nervous system
are not constrained by any previous exposure to neuroanatomy. Fven a glance at
a book such as Cajal’s ‘Histologie du Systéme Nerveux’ (fig.1) should be enough
to convince anyone that the enormous complezity of the nervous system is almost
always accompanied by a compelling degree of orderliness ” [21].

Abstract. Neural mathematical models are known for their non local interactions.

The intertwined development of the classical works by H.K.Hartline and J.D.Cowan
with A.M.Turing’s morphogenetic theory is presented with a special focus on vision.
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Resumo. O estudo de interacoes funcionais entre estruturas cerebrais é feito pre-
ponderantemente por métodos de correlagao. Neste trabalho descrevemos uma
abordagem alternativa de andlise de séries temporais multivariadas, denominada
coeréncia parcial direcionada (CPD), que torna obsoletos os métodos de correlagio
ao permitir uma elucidagéo mais clara da estrutura funcional pela analise simultanea
de registros de atividade neural de multiplas estruturas cerebrais. Discutimos
também como a CPD representa o conceito de causalidade de Granger no dominio
da freqiiéncia. Por fim modelos tedricos e dados experimentais sdo usados para
ilustrar a CPD e comparé-la a outras técnicas.

1. Introducao

Nas ultimas duas décadas tem-se presenciado um progresso vertiginoso na area
de neurociéncias possibilitado pela introdugao de novos instrumentos e técnicas.
Contudo, apesar dessas modernas técnicas de biologia molecular, neuroanatomia e
mapeamento cerebral por imagens funcionais, a monitoracao de registros de séries
temporais de sinais elétricos cerebrais gerados por despolarizagao neuronal continua
sendo a técnica de escolha para avaliar diretamente os aspectos funcionais, normais
ou patoldgicos, de circuitos neurais em cérebros de mamiferos.

Dentro deste contexto, os métodos de correlagao sao os preferidos da grande
maioria de pesquisadores envolvidos no estudo da fungao de circuitos neurais pelo
registro da atividade cerebral. Estes métodos de correlagao sao extensamente usados
na andlise de interagoes funcionais em eletroencefalografia (EEG), magnetoencefalo-
grafia, registros de potenciais de campo local, e mais recentemente nos registros de
atividade de neurdnios unitarios e multi-unitarios obtidos em muitas estruturas cere-
brais (com registro de dezenas a centenas de neurdnios). Esta tltima abordagem
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tem recebido uma crescente atencao da comunidade cientifica mundial pela perspec-
tiva de se poder fazer uma ponte entre as atividades de neurénios unitarios isolados
e o entendimento da codificacdo e do processamento de informacao por populagoes
neuronais [11,22].

No esforgo de se proporcionar instrumentos que possibilitem a andlise dessa
classe de dados multivariados, surgiram nos ultimos anos vérias técnicas analiticas:
algumas empregando os conceitos da teoria da informacgao pela medida de in-
formagao mitua [8,23,31] ou interdependéncia entre pares de sinais [1,28]; enquanto
outros utilizaram uma extensao das idéias provindas da andlise espectral e coeréncia
[9,10,17,24]. Apesar de se dispor de vérias técnicas avangadas, uma grande parte dos
neurocientistas e os neurofisiologistas clinicos (i.e. os profissionais da eletroencefalo-
grafia) relutam em utilizé-las, valendo-se ainda dos métodos de correlagéo cruzada
para andlise de atividades de pares de estruturas neurais para inferéncia de aspectos
funcionais do sistema nervoso central.

Todos os métodos que se baseiam no método da correlagao restringem-se a con-
sideracao da interagao simultanea de apenas duas estruturas neurais. Nossa busca
por métodos de andlise que considerassem mais que duas estruturas simultanea-
mente surgiu, sobretudo, pela percepcao de que para uma inferéncia estrutural efe-
tiva era necessaria a consideragao simultanea de muitas estruturas representativas
envolvidas na fungao neural.

Aqui introduz-se o novo conceito de coeréncia parcial direcionada, que é uma
da mais recentes novidades nos esforcos de desenvolver métodos e técnicas de de-
terminagao de como as estruturas neurais estao funcionalmente interconectadas em
pequenos intervalos de tempo [4,26]. Pode-se dizer que sua origem mais remota se
deve ao trabalho de Saito e Harashima [25] que introduziram a nocao de coeréncia
direcionada entre par de estruturas. Seu método permite a fatoracao da fungao de
coeréncia ordindria de um par de estruturas em duas ” coeréncias direcionadas”: uma
representando o componente direto e outra o componente de retroalimentacao das
interagoes entre duas estruturas neurais. No trabalho original, Saito e Harashima
[25] apontam para uma possivel 16gica por tras de seu método. Este conceito central
¢ hoje conhecido como causalidade de Granger [18].

No passo desses conceitos e idéias, investigamos a generalizagao de coeréncia di-
recionada [2,4,5,26,27] para até dezenas de estruturas processadas simultaneamente
e se compara aos testes estatisticos da causalidade de Granger para vérias séries
temporais simultianeas [20].

O presente trabalho é composto por duas partes: a) inicialmente introduzem-se
os fundamentos tedricos do novo método e b) compara-se seu desempenho ao de
outros métodos de inferéncia estrutural usando modelos tedricos e dados experi-
mentais.
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2. Determinacgao da estrutura funcional por
modelagem autorregressiva multivariada

Na eletroencefalografia quantitativa moderna, a descricao das interagoes entre difer-
entes areas tem se baseado na estimacao da matriz de densidade espectral de
poténcia S(f), dada por

Si(f)  Sw(f) - Sin(f)

521 SQ 52
sy | Sm0) S0 s()

Sni(f) Swa2(f) -+ Sn(f)
de registros multicanais de atividade elétrica cerebral x;(n), 1 <1i < N.

Em particular, para N = 2, o método mais utilizado pela facil compreensao de
seus conceitos tem sido o estudo das fungoes de coeréncia ordinaria dada por

1S5 (/)
Si(£)Si(f)
que expressa o grau de ativagao simultdnea de duas areas i e j em funcao da
freqliéncia [4-6].

Saito e Harashima [25] utilizaram argumentos da teoria da informacdo para
introduzir uma extensao da noc¢ao de coeréncia que denominaram coeréncia dire-
cionada (CD) pela sua habilidade de desvendar o sentido do fluxo de informagao ou
interacao. Na pratica sua proposta original estava restrita a N = 2 estruturas, pela
necessidade de uma condigao ad hoc da estrutura do ruido aditivo observado (vide
adiante).

A esséncia dessas idéias pode ser apreendida na forma generalizada para N > 2
com a ajuda do resultado geral de fatoragéo [14,15] da matriz de densidade espectral
de poténcia dada por

Cij(f) =

S(f) = H(fH)=H(/)" (2.1)
em que o sobrescrito ¥ corresponde & transposta hermitiana,
Hu(f) Hiwe(f) ... Hin(f)
H(f) = Hm;(ﬁ szz(f) HQJ\:/(f)
Hyi(f) Hno(f) ... Hwn(f)
[ hi(f) ho(f) ... hy(f) ]

é a matriz de filtros adequados no dominio da freqtiéncia e

2
011 g12 O1N

2
g ag
2 — 21 22

ON1 ... ONN
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é matriz de covariancia.

Isso leva & seguinte definigao generalizada da coeréncia direcionada de j para @
expressa por [4,5]

o 0iH(f)
i (f) = Wonk (2.2)
em que
N
Si(f) = o2 [Hi; (),
j=1

que se reduz & defini¢do de Saito ¢ Harashima [25] quando N = 2.

Uma importante restricao adicional do método Saito-Harashima é a explicita
pressuposicao de que X é diagonal (0;; = 0 para i # j). Neste caso, |7;; (f)|2 pode
ser interpretada como a fragao da poténcia na freqiiéncia f originada de x;(n) sobre
a poténcia total de z;(n).

Para o caso de X diagonal, pode-se mostrar que a coeréncia ordinaria pode ser
expressa como

N
Ciy () =4 (D () = D 7w (),
k=1

em que % (f) = [ valf) ..., wun(f) ]T, com * indicando o complexo con-

jugado. Isso justifica o nome coeréncia direcionada uma vez que ~;;(f) pode ser
interpretada como uma medida da influéncia de x;(n) sobre z;(n) em contraposicao
a 7;ji(f) que descreve a contribuigao no sentido oposto.

Para contornar a restricao da necessidade de diagonalidade de 3, Kaminski e Bli-
nowska [19] introduziram uma quantidade alternativa para descrever as interagoes
entre elementos neurais abandonando completamente a formulagao com uso de X.
Eles denominaram este estimador funcao de transferéncia direcionada (FTD). Este
estimador coincide em magnitude com a Eq. 2.2 quando 0;; sdo normalizados para
valor unitéario, ou seja

Hiji(f) Hij(f)
FTD;;(f) = = .
h7(f)h;
im—j( Y VhI(f)h(f)

Desta discusséo, o problema que se coloca é como calcular H(f) e ¥ conhecida
matriz S(f). Um modo eficiente e pratico de fazé-lo é por meio de modelos autorre-
gressivos multivariados. Tais modelos podem ser exemplificados no caso de medida
simultanea de N = 3 estruturas:

x1(n) p | an(r) aw2(r) aiz(r) z1(n —7) wy(n)
xza(n) | = Z as1(r) aga(r) ass(r) zo(n—71) | + | wa(n)
x3(n) r=1 | asi1(r) asar) ass(r) xzz(n —r) ws(n)
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Neste modelo, x1(n) depende de seus préprios valores de passado x1(n — 1),
representado pelos coeficientes a11(r) e, da mesma forma, também de outras séries,
e.g. z2(n—r), nos valores do passado da série 1 (n) dadas pelos coeficientes aq2(r).

Este exemplo de modelo autorregressivo multivariado (ARM) pode ser general-
izado para NN estruturas da seguinte maneira:

P zy(n—r) wi(n)
=Y A, : + : : (2.3)
xn(n) r=1 xy(n—r) wy (n)

De forma geral, o ajuste do modelo conduz as matrizes A, e a X na forma de
matriz de covaridncia de w;(n). Pode-se mostrar que

H(f)=A'(f)=T-A(f) "

x1(n)

em que
p
Af)=> Az
r=1 rs—e—d2nf
com
a11(7’) a12(’r‘) alN(r)
Ar= ag;(r) 5 ’
| an1(r) ... ... ... ann(r) |

na qual os coeficientes a;;(r) representam o efeito de interacdo de x;(n — ) sobre
x;(n). Neste texto, j na fungio exponencial é o valor /—1.

Observagao 1 O uso de modelos autorregressivos multivariados (ARM) como os
da Eq. 2.8 sdo comuns a diversos métodos inclusive para a coeréncia parcial dire-
cionada.

Agora é facil mostrar que a simples modificacao da Eq. 2.2 para

Hi;(f)
Si(f)

resolve o problema de 3 nao ser diagonal de modo que

Cii(f) =3 (HZA:(), (2.4)

Yii (f) =

notando-se que
Si(f) = hfZh;,

com by 2 [Hu(f),..., Hin(f)]" .
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2.1. Causalidade de Granger e a nova abordagem

Saito e Harashima [25] referem-se a uma possivel idéia em que se baseia seu método,
atualmente conhecido como causalidade de Granger [18]. Pode-se definir a causali-
dade de Granger por meio de uma frase: ”uma série temporal x;(n) Granger-causa
outra série x;(n), se o conhecimento do passado de x;(n) aumenta significativa-
mente o predi¢io de x;(n); esta previsibilidade ndo € reciproca, i.e. x;(n) pode
Granger-causar x;(n)sem que x;(n) Granger-cause necessariamente x;(n)”.

O conceito de causalidade de Granger é uma idéia advinda da econometria e
existem diversos procedimentos de testes estatisticos bem definidos [20]. Sua nocao
fundamental é que considera exclusivamente as amostras do passado para se
aumentar a previsibilidade de uma série temporal. Quando se considera a amostra
do presente, i.e. t = 0, de z(n) contribuindo para o significativo aumento da
previsibilidade de y(n), na econometria é conhecido como causalidade de Granger
instantanea.

A conceituacdo de causalidade proposta por Granger [18] parece ser bastante
interessante também nas neurociéncias e em outras disciplinas. A avaliacdo da
causalidade de Granger fornece uma medida do grau de interacao entre estruturas
neurais com o pressuposto de que se a flutuagao de ativagao de uma série temporal
ocorre consistentemente em decorréncia de flutuagao em outra série por mecanismos
de geragao ou de influéncia que estao ligadas a alguma conectividade fisica como
em uma conexao neuroanatdmica funcionalmente ativa.

Alguns testes estatisticos da causalidade de Granger (TCG) sao baseados no
exame direto dos coeficientes a;;(r) do modelo autorregressivo multivariado, uma
vez que este descreve o efeito de predigao linear da r-ésima amostra do passado
xj(n—r) da séries z;(n) na predicao de z;(n). Um dos procedimentos para se testar
a auséncia da causalidade de Granger é mostrar estatisticamente que a;;(r) = 0 para
todos os valores de r, o que rejeitaria a hipdtese de que z;(n) Granger-cause x;(n).
O teste convencional deste tipo aplicdvel a sinais de atividade neural multivariados
foi revisado em [2] e outros testes de Granger estédo descritos em [20].

Uma das principais fraquezas da maioria dos testes de causalidade de Granger
é que, ao contrario da coeréncia direcionada, nao se pode vislumbrar o cenario de
interagao entre estruturas neurais no dominio da freqiiéncia, exceto quando N = 2
[16].

Adicionalmente, ao verificar a relagao entre pares de séries temporais, quando
se processa simultaneamente N > 2 estruturas, obtém-se freqiientemente resulta-
dos conflitantes entre os achados do CD/FTD e o teste de causalidade de Granger,
i.e. z;(n) pode apresentar alto valor de CD para z;(n) e no entanto se rejeitar a
causalidade de Granger de x;(n) para x;(n) usando-se TCG convencional. Nossa
experiéncia mostra que isso ocorre com freqiiéncia quando sao considerados para
andlise simultdnea mais que duas séries temporais, porém para N = 2 (vide Ex-
emplo a seguir) CD/FTD e o teste de causalidade de Granger estdo sempre em
concordancia.

Para proporcionar uma figura no dominio da freqiiéncia da descri¢ao de causal-
idade de Granger, propomos um novo conceito, a coeréncia parcial direcionada.
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Este é baseado em outro conceito popular entre pares de sinais, a assim chamada
~ A . . 2 . ~

fungdo de coeréncia parcial, |ki;(f)|”, que descreve a interacao entre z;(n) e x;(n)

quando as influéncias devidas a outras (/N — 2) séries temporais sdo descontadas. O

resultado chave é a seguinte fatoragao [4]:

() = & )3 a,) ,
VEIDEa)] (3 ()5 18,(f)]

em que X é a matriz de covariancia do erro de predigao associado ao modelo na Eq.
2.3 e ag(f) é a k—ésima coluna da matriz

Por analogia com a Eq. 2.4, em que a coeréncia direcionada reflete os termos
para o qual se pode decompor a coeréncia ordindria, propusemos a seguinte definigao
generalizada [4].

2.2. Definicao de coeréncia parcial direcionada (CPD)
A ’coeréncia parcial direcionada’ de j para i é dada por

a;;(f)
aj' (f)z'a;(f)

ﬂ'z‘j(f) =

em que @;;(f) é o i, j-ésimo elemento de A(f).
Disto tem-se imediatamente que a coeréncia parcial entre ¢ e j é dada por

kij(f) = 7] () B (),

para m;(f) = [m:(f),- .. ,WNi(f)]T, de onde provém a motivagao para o nome de
mi; (f)-

Na ocorréncia de diagonalidade de 3 com variancias iguais, a Eq. 2.5 simplifica-
se para

i (f) (2.6)

Jal(Na;(f)

mii(f) =

em que

p .
1— 3 ag (r)e=72mfr se 1=

a;;(f) = ir:
r=1

s
1
aij(r)e i, se  i#j
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a;(f)
a;(f) = :
an;(f)

A expressao de CPD depende principalmente dos coeficientes a;;(r) que descreve
a relac@o entre as séries temporais x;(n) e os passados de z;(n) comparado com os
efeitos de x;(n) sobre outras séries temporais. Em sua forma simplificada (Eq.
2.6), ela depende exclusivamente de a;;(r) e, como no caso de FTD, a coeréncia
parcial direcionada proposta, 7;;(f), também nao depende da formulacao baseada

em 3. Da mesma forma como ocorre com CD/FTD [5], as seguintes propriedades
de normalizagao sao validas:

0< |7 (f)IF <1

N
Z|7_Tz'j(f)|2 =1, (2.7)

para todos 1 < 7 < N.

A igualdade na Eq. 2.7 é um caso especial, pois se se define o vetor de norma
quadrética do vetor 7;(f) como |7rj(f)|2 = 7er(f)E*17rj(f), o resultado geral é
Iy (f)” = 1.

Estas sao analogas as propriedades da funcéo de transferéncia direcionada [19]
e coeréncia direcionada [4,5].

3. Analise de modelos tedricos

Para ilustrar o potencial do novo método de andlise, serao apresentados diversos
exemplos de modelos lineares em que se compara o desempenho da CPD com outros
métodos de analise.

Um aspecto importante dos métodos previamente publicados, relacionado a
coeréncia direcionada e suas variantes, é que se pressupunha a matriz ¥ diago-
nal ou ignoravam completamente a sua estrutura, de modo que neste estagio de
desenvolvimento esté-se utilizando somente a forma simplificada do CPD (Eq. 2.6)
nos exemplos que se seguem.

3.1. Equivaléncia de CPD e FTD para N = 2 estruturas

Como demonstrado em [4], quando se considera apenas duas séries temporais, N =
2, na analise simultdnea pode se estudar a interacao utilizando a Eq. 2.2 ou Eq.
2.5. Isto é correto uma vez que H;;(f) é proporcional a A;;(f), para i # j, em que
a nulidade de um implica também na nulidade de outro termo, indicando auséncia
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de influéncia devido a x;(n) sobre z;(n). De fato, é facil mostrar que as resultantes
|FTD;;(f)| e |7:;(f)| s@o idénticas para i # j, uma vez que

|Hi;(f)]

|[FTDi;(f) =
VIS (DF + | Ha()P
n _ An(f) Awn(f) ] _ [ Hu(f) Hu(f)
Alf) = {Am(f) A22(f)]_{H21(f) Has(f)
_ 1[ Ha(f) le(f)}
A | —Hxu(f)  Hu(f) |’

com A = Hy1(f)Ha2(f) — Hi2(f)Ha1(f), dando
L E—h
VIAG (] + A1)
a partir do que, substituindo, obtém-se

T12(f)] = = H12(f) = 12 (f)]

()P + Ha (P

}2

_ = Ha (/)
VI Hao(F)F + |~ Hoa ()

Note-se que a igualdade nao ocorre para os indices idénticos, i.e. tem-se |y11(f)| =

|Ta2(f)] e [y22(f) = |71 (f)] [4]-

1721 (f)]

= |y21(f)]-

3.2. Trés séries temporais com interacoes mutuas

Veja o seguinte conjunto de equagoes que geram trés séries temporais:

z1(n) = 0,5z1(n —1) +0,3z2(n — 1) + 0,4x3(n — 1) + w1 (n)
x2(n) = —=0,5z1(n—1)+0,3z2(n — 1) + z5(n — 1) + wa(n) (3.1)
xz3(n) = —=0,3z2(n—1)—0,2z3(n — 1) + w3(n)

em que w;(n) sdo ruidos brancos independentes de média zero e variancias idénticas.
Pode-se observar que a tnica conexao ausente é a influéncia explicita do passado de
x1(n) sobre z3(n). O diagrama estrutural correspondente estd na Fig. la.

Os correspondentes tracados de |FTD;;(f)| e |7:;(f)| estdo mostrados em di-
agramagao matricial, respectivamente, nas Figs. 1b e lc e a explicita auséncia
da conectividade ou influéncia somente é demonstrada pela coeréncia parcial dire-
cionada, em que se observa claramente que |m31(f)| = 0 enquanto |FTDs;(f)| ndo
é nulo (vide Eq. 3.1).
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CPD

(b) , (c) ) FTD

o iy o [ < =

o [ s
= -]

i=3

Jj=

Figura 1: (a) Diagrama de conectividade correspondente & Eq. 3.1. (b) Funcao de
coeréncia parcial direcionada, |7;;(f)|, em diagramagdo matricial, e (c) [F'TD;;(f)]
que descreve o modelo. Note que 731(f) = 0 indicando inequivocamente a inde-
pendéncia da varidvel x3(n) de x1(n). Por outro lado, ndo se pode obter essa mesma
informagao a partir de F'T D31 (f).

3.3. Variantes de estruturas com cinco variaveis

Introduzindo maior complexidade, trés variantes de uma estrutura com cinco varidveis
serao analisados a seguir. Considere inicialmente um sistema com a dinamica ex-
pressa por

=
3

= 0,95v221(n — 1) —0,902521 (n — 2) 4+ w1 (n)

—0,5z1(n — 1) + wa(n)

0,4z2(n — 2) + ws(n)

—0,5x3(n — 1) +0,25v/2x4(n — 1) + 0,25v225(n — 1) + wa(n)
—0,25v2x4(n — 1) + 0,25v225(n — 1) 4+ ws(n)

=
N}
3

Il

8
N
S

|

8
o

S
w
N N N S N
\./\./5\./\./
I

3

(3.2)
que corresponde ao modelo diagramatico da Fig. 2a. Neste modelo, o sinal partindo
do oscilador z1 (n) propaga-se seqliencialmente para xa(n), z3(n), x4(n) e z5(n). No-
vamente, as varidveis x4(n) e z5(n) formam um oscilador independente. Utilizando
o modelo ARM especifico descrito pela Eq. 3.2, obtém-se |7;;(f)| = 0 (Fig. 2b) para
aquelas conexoes diretas inexistentes na Fig. 2a, i.e. nao ha dependéncia explicita
de z;(n) com o passado de outras séries. Por outro lado, na Fig. 2¢, |[FT'D;;(f)| # 0
para todo ¢ > j, bem como para |FT Dys(f)|levando a um mapeamento estrutural
pelo uso de FT'D;;(f) néo tdo claro como obtido por meio da informagao fornecida
pela andlise de 7;;(f). Atente que, toda vez que |7;;(f)| = 0, é um indicativo claro
de uma auséncia de conectividade direta da estrutura j para i. Observe também
que o padrao |FTD;;(f)| # 0 ocupa todas as diagonais inferiores da matriz.

A partir do modelo anterior, Fig. 2a, se a malha de realimentagao de z5(n) a
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Figura 2: (a) Diagrama correspondente & Eq. 3.2. Em (b) e (c) tém-se |7;;(f)| e
|FTD;;(f)|, respectivamente.

x1(n) fosse fechada modificando-se
z1(n) = 0,95v2z1(n —1) —0,902521 (n — 2) + 0, 5x5(n — 2) + wy(n)

que resulta no diagrama de interacdo dada na Fig. 3a. Como se pode comprovar
nessa figura, o grafico de |7;;(f)|, Fig. 3b, continua refletindo fielmente a estrutura
funcional correspondente, enquanto, especialmente neste caso particular de malha
de realimentagao fechada, F'TD;;(f) é nao nula em todas as interagbes possiveis,
bidirecionalmente (Fig. 3c).

Como variante final considere uma mudanca estrutural imposta a Fig. 2a, em
que x1(n) se conecta a x4(n) por duas vias distintas, por z2(n) e z3(n),

= 0,95v2z1(n — 1) —0,9025x1 (n — 2) + wy(n)

—0,5z1(n — 2) + wa(n)

0,1z1(n —3) + 0,422(n — 2) + ws(n)

—0,521(n — 2) +0,25v224(n — 1) + 0,25v2z5(n — 1) + wy(n)
—0,25v2x4(n — 1) 4+ 0,25v/225(n — 1) 4+ ws(n)

8

1\n

&
N
S

I

8
N
S

Il

3

8
w
A~ N N N
\_/\./S/V\_/
|

8
o

(3.3)

correspondente ao grafo da Fig. 4a.

Observe que FTD;;(f), Fig. 4c, é virtualmente idéntico ao da Fig. 2c, porém
a diferenca estrutural pode ser facilmente detectado pela andlise de 7;;(f)(Fig.
4b). Mais uma vez FTD;;(f) falha em mostrar as diferencas estruturais (Fig. 4c
comparado a Fig. 2c), que 7;;(f) revela claramente (Fig. 4b versus Fig. 2b)

E importante notar que em todos esses exemplos F TD;;(f) é ndo nula toda
vez que existe um caminho que vai da estrutura j para a estrutura ¢ no diagrama
ou grafo estrutural que descreve o modelo. Portanto, enquanto FTD revela a
existéncia de um caminho possivel para ir de uma estrutura a outra (indicando a
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(@)
S-0-0~Q—®
©) CcPD (©) FTD
S v = R o | B o =~
S | o R N v | N N N
S = s R TN o= T | N N
B [ == R ra [ | =]~

Figura 3: (a) Neste exemplo a malha de fluxo é fechada pela conexao direta de z5(n)
para z1(n). Em (b) e (c) tém-se novamente |7;;(f)| e |[FTD;;(f)|, respectivamente.

(a)
@Q—=®
(b) CPD (©) FTD

S v O s o e
NOOOO0 -
S == s N o s |
G B | == | S e == s
Sy o e f s B v o e s o

0 50 50 50 5 E 0 50 50 5 E K
ST R = R = g2 g e s

i=2

Figura 4: (a) Grafo direcionado do modelo expresso pela Eq. 3.3. Em (b) e (c)
tém-se |7;;(f)| e |[FTD;;(f)|, respectivamente.
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alcangabilidade de uma estrutura por outra) direta ou indiretamente, CPD revela
a existéncia de conexao direta entre pares de estruturas num contexto em que, pelo
uso do modelo ARM, as interagdes entre as vérias estruturas consideradas na anélise
sao destrincadas simultaneamente.

Nos graficos de CPD mostrados até aqui, os tragados do elemento diagonal da
coeréncia parcial direcionada |7;;(f)| estao relacionados com o inverso da densidade
espectral de poténcia pela consideragao exclusiva de z;(n) consigo mesmo — i.e.
quanto de seu proprio passado contribui para o seu estado atual, enquanto o tragado
do elemento diagonal da |FTD;;(f)| é a densidade de poténcia nao origindria de
nenhuma outra série.

4. Analises de potenciais de campo local

Os registros de potenciais de campo local obtidos em preparacoes cronica de ratos
via microelétrodos bipolares sdo sinais de atividade elétrica neural filtrados na
faixa de aproximadamente 0 a 100 Hz. Os potenciais de campo local sao sinais
mais fidedignos da atividade localizada de grupamento neuronal, porque os mi-
croelétrodos sao de pequeno didmetro e posicionados cirurgicamente na estrutura
cerebral de interessante. Em um experimento, quando se deseja monitorar obje-
tivamente o estado do rato, um ou mais elétrodos sao usados para registros de
atividade eletromiogréfica, sendo um deles freqiientemente posicionado na muscu-
latura da cabeca, na regiao posterior do pescogo, para detectar o estado de atividade
e tonus muscular.

Inicialmente analisa-se um trecho de registro de atividade elétrica cerebral obtido
durante o sono lento, também denominado sono sincronizado, de um rato. E digno
de nota que caracterizagao das diversas fases do sono em ratos foram feitas pela
primeira vez por Timo-Iaria e seus colaboradores em 1970 [30].

4.1. Analise de registro de sono sincronizado em rato

Fig. 5 contém um trecho de registro de 30 s da fase de sono lento de um rato em
que se observa um episédio de fuso no intervalos de 13 a 16 s (segmento B) na
monitorizagao de areas corticais do hemisfério esquerdo, A10, A3 e Al7, regioes
do hipocampo, CA1l e CA3, e do giro denteado, GD. Os sinais foram amostrados
a 256 Hz com 10 bits de resolugao usando microelétrodos bipolares com 1 mm de
separacao. O tracado eletrografico inferior (OLHOS) mostra a atividade muscular
relacionada ao movimento ocular. Neste exemplo, o segmento A de 2 s de duragao
é comparativamente analisado em relacao ao segmento B.

Inicialmente, estas seis séries temporais foram ajustadas com modelos ARM, a
partir do que se estimou CPDs e coeréncias ordindrias. Uma fotografia de evolugao
temporal de CPDs e coeréncia ordindria entre os sinais de A10 e CA1 estimadas
considerando conjuntamente todos os seis sinais de neuroatividade da Fig. 5, em
representagao tempo-freqiiéncia, em escala de cinza, pela colagem de estimativas
de segmentos de sinais adjacentes de 2 s de duragao (com sobreposicao de 50%)
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Figura 5: Registro de potencial de campo local de 30 segundos do sono de ondas
lentas de rato.

estao na Fig. 6. Nesta figura, os eixos-y representam a freqiiéncia na faixa de 0 a
48 Hz. Observa-se na Fig. 6a que |Ta10—ca1(f)| = 0 para maioria dos segmentos,
i.e. ndo ha fluxo de informacao de CA1 para A10, exceto durante o fuso, segmento
B, quando |Ta10—ca1(f)| > 0, para 0 < f < 10Hz, enquanto na diregdo oposta,
Fig. 6b, |Tca—a1o0(f)| apresenta flutuacdo continua ao longo do registro, porém
durante o episédio de fuso, |Tca—a1o(f)] = 0 caracterizando a mudanca subita
de direcionalidade de interacao durante o episédio do fuso que se inicia ao redor
de 12 s e dura aproximadamente 3 s. Note que a interagdo entre essas areas é
inexistente em nenhuma das dire¢oes 8 s antes do fuso, que, por sua vez é precedido
imediatamente por um aumento de CPD de A10 para CAl o que, interessantemente,
foi acompanhado de mudanca de diregao durante o episddio propriamente dito.
Observe também o aumento da coeréncia ordinéria, Fig. 6¢c, 8 s antes e depois do
fuso.

Schnider e cols. fizeram uso de CD, para o caso de N = 2, ao qual escolheram
o valor de nivel de significancia estatistica como 0,1 baseado em simulagdes com-
putacionais exaustivas [29]. Aqui utilizar-se-4, por ora, devido ao fato de a CPD ser
também efetivamente uma decomposi¢ao de miiltiplas séries temporais em pares de
interacoes com exclusdo dos efeitos de todas as outras séries, também |7;;(f)| sig-
nificante acima desse valor. Investigacoes estao em curso para se estabelecer o nivel
mais adequado de significancia baseado em caracteristicas estatisticas especificas
dos estimadores de CPD utilizados.

Nas Figs. 7a e 7b tém-se os graficos de CPDs e FTDs obtidos a partir do seg-
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Figura 6: (a) e (b) Coeréncias parciais direcionadas e (c¢) coeréncia ordinéria entre
as estruturas A10 e CAl.

mento A de 2 s de duragao, correspondente ao perfodo pré-fuso da Fig. 5, a partir
do que se gerou os correspondentes grafos estruturais direcionados mostrados nas
Figs. 7c e 7d. A especificacio da espessura das setas codificam a forga de interagao
de CPD e FTD: 0 < sem seta < 0,2 < pontilhada< 0,4 < linha com espessura
com passo de 0,2. Neste periodo pré-fuso, observa-se auséncia de influéncia do
hipocampo sobre drea corticais estudadas (A3, A10 e A17), que também é cor-
roborada pela FTD e seu corresponde grafo estrutural. Este resultado indica que,
pela andlise destas seis estruturas, o fluxo de informacao no periodo pré-fuso ocorre
exclusivamente das areas corticais para o hipocampo.

Por sua vez a mesma anélise realizada no segmento B de ocorréncia de fuso da
Fig. 5, resultados mostrados na Fig. 8, nota-se significativa retroalimentacao do
hipocampo para o cértex, principalmente da regido CA1l para a drea cortical A10
correspondente a drea motora do rato, Fig. 8c. A forte conectividade funcional
de A17 para o giro denteado presente no periodo pré-fuso, Fig. 7c¢, ndo mais é
observada no periodo de fuso, Fig. 8c.

Em ambas as andlises de conectividade funcional, as fotografias fornecidas pela
FTD e seus grafos direcionados sdo bem mais complexos, observando-se um grafo
estrutural quase que completamente conectado.

4.2. Analise de registro de rato em atividade exploratoria
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Figura 7: (a) CPDs e (b) FTDs obtidos do segmento A da Fig. 5, correspon-

/

dente ao periodo pré-fuso, com que se gerou os correspondentes grafos estruturais
direcionados mostrados em (c) e (d).
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ocorréncia do fuso (segmento B da Fig. 5) e seus respectivos grafos estruturais

direcionados (c) e (d).
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Figura 9: Exemplo de rato em comportamento exploratério em que a evolugao
temporal da CPD mostra a relagdo de interacdo entre a drea cortical A3 e CA1 no
hipocampo de rato com comportamento estagiado pelo eletromiograma (EMG) dos
musculos do pescogo. A escala em cinza foi usada para representar as magnitudes
do CPD e da coeréncia ordinaria.
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Este ultimo exemplo ilustra a andlise de CPD de potenciais de campo local obtidos
em rato em comportamento exploratorio. Os registros de atividade elétrica cerebral
analisados foram obtidos no campo CA1 do hipocampo, dreas corticais somestésica
(do tato) (A3) e motora (A10), e nicleo dorsal da rafe (DR), onde s@o observados
ritmos oscilatérios na faixa do teta (ritmo teta) durante o sono dessincronizado e
no estado de alerta atenta. A Fig. 9 ilustra a evolug¢ao temporal de CPD entre duas
estruturas, CAl e A3, em que se registrou simultaneamente o eletromiograma do
musculo da cabeca que é um excelente marcador do estado de atividade, notando-se
dois periodos distintos de comportamento. Nos primeiros 30 s deste registro o rato
esteve engajado numa atividade exploratdria na gaiola com iluminacao, entao grad-
ualmente diminuiu o seu nivel de atividade, como pode ser constado pela diminuigao
da amplitude do eletromiograma a partir de 25 s. Ao redor de tempo 52 s, o rato
reiniciou a sua atividade exploratério quando a luz da gaiola foi apagada. Como
pode ser comprovada pela andlise da fungao de coeréncia ordindria (também denom-
inada cléssica) e os tragados dos registros das Figs. 10 e 11, as oscilagbes ritmicas
s&0 mais proeminentes durante o comportamento exploratoério.

Para analise escolheu-se um trecho curto neste episédio, do periodo entre 18 e
20 s (Fig. 10a) caracterizado por alta amplitude da atividade eletromiogrifica dos
musculos da cabega. A andlise da CPD e do grafo direcionado (Figs. 10b e c¢) rev-
ela um padréao de retroalimentacao (interacao bidirecional) e aponta o nicleo dorsal
da rafe (DR), talvez, como tendo um importante papel durante o comportamento
exploratorio no processamento de informagao. Um panorama completamente difer-
ente emerge ao analisar o segmento de registro entre 48 e 50 s (Fig. 11a) quando os
musculos da cabeca do rato estdao com baixa atividade. Ao comparar-se os calculos
de CPD nas Figs. 10b e 10c com os das Figs. 11b e 11c, nota-se que o DR tem
inicialmente o papel de fonte de informagao e depois torna-se um sorvedouro. Adi-
cionalmente, nota-se que a influéncia de CA1 sobre DR é essencialmente indireta
com o sinal fluindo via A3 e A10, Fig. 1lle, em claro contraste com o grafo de
conectividade funcional de CPD no periodo correspondente ao comportamento ex-
ploratério (Fig. 10c), em que todas as estruturas recebem substancial influéncia do
ntcleo dorsal da rafe (DR). Também do estado de vigilia relaxada (Fig. 1lc), as
informagdes sdo passadas para outras estruturas via A10 para DR. Este exemplo
evidencia distinto e potencialmente interessante padrao de conectividade funcional
que caracterizam os diferentes estados comportamentais que nao pode ser mostrado
por nenhum outro método de anélise de nosso conhecimento.

5. Conclusoes e Comentarios Finais

Com o desenvolvimento da coeréncia parcial direcionada, uma representacao do
conceito fundamental de causalidade de Granger no dominio da freqiiéncia baseado
na analise de processos multivariados, propusemos uma extensao significativa as
nogoes de coeréncia direcionada e funcao de transferéncia direcionada como se pode
constatar pelos exemplos apresentados. Em todos os exemplos tedricos apresenta-
dos, a CPD foi capaz de indicar a estrutura funcional corretamente, enquanto os
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Figura 10: Segmento de registro de 10 s (correspondente ao segmento 15-25 s da Fig.
9, amostrada a 256 Hz) (a) obtido de rato em comportamento de atividade explo-
ratéria. O tracado superior (cabega) corresponde ao eletromiograma de musculos
da cabega; os outros quatro tragados sao de potenciais de campo local que mostram
oscilagoes em ritmo teta registradas nas dreas corticais motora (A10) e somestésica
(A3), hipocampo (CA1l) e rafe dorsal (DR). A andlise de CPD (b) determinadas
a partir do segmento 18-20 s resulta no grafo de conectividade funcional (c) que
indica DR néo somente enviando mas também recebendo influéncias (informagoes)
das outras estruturas. No grafo da CPD, os valores menores sao representados por
setas tracejadas (pares A10—DR, A10—CA1, A3—DR, e CA1—DR). Nos graficos
em (b), o eixo-x representa a freqiiéncia na faixa de 0 a 32 Hz, enquanto eixo-y estd
normalizado entre zero e o maximo da densidade espectral de poténcia, e em todos
os outros gréficos os tragados de coeréncia estdao na faixa de 0 e 1.



Inferéncia de Estrutura Funcional 21

(@)

cabeca e #Mm

CA1
DR
T
Tempo (s)
(b) CPD (c)
A10 \ aVa
AN
CA1
DR AN

A10 A3 CA1 DR

Figura 11: Dez segundos de registro (a), correspondente ao trecho 45-55 s da Fig.
9, amostrado a 256 Hz, mostrando uma transicao do estado de repouso para o
comportamento exploratério ativo induzida pelo apagar da luz de iluminacao da
gaiola ao redor de 52 s. Vide Fig 10 para as identificagoes dos canais de registro.
Note-se também que as ondas teta torna-se mais proeminente nas quatro estruturas
cerebrais concomitantemente com o aumento da atividade eletromiogréfica da mus-
culatura da cabeca. Quando comparada & Fig. 10b, as CPD calculadas para o
segmento 48-50 s e seu grafo de conectividade funcional (c¢) mostram conexdes mais
fracas partindo de DR para todas as outras estruturas. Note-se também que DR
é fundamentalmente um sorvedouro de informagao enquanto CA1 é uma fonte de
informagao para dreas corticais, o que é compativel com a idéia de que neste periodo
o hipocampo, CA1, esteja funcionalmente atuando como fonte de informagdo mem-
orizada. Nos gréficos em (b), o eixo-x representa a freqiiéncia na faixa de 0 a 32 Hz;
por sua vez o eixo-y estd com escala ajustada para o grafico de espectro de poténcia
entre 0 e o pico de seu valor, e em todos os outros graficos os tracados de coeréncia
estao na faixa de 0 e 1.
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outros métodos de correlagao ou a FTD nao permitem uma inferéncia inequivoca
dessas mesmas estruturas.

Nossos exemplos mostraram casos em que CD/FTD e CPD (e por conseguinte
GCT) devem concordar, como demonstrado teoricamente para N = 2 no primeiro
exemplo. Quando mais que duas estruturas sao consideradas simultaneamente, a
nulidade de FTD implica necessariamente na nulidade de CPD, e vice-versa, so-
mente se a estrutura da matriz H(f) é preservada na sua inversdo. Enquanto
7;;(f) proporciona uma informacao clara sobre a estrutura funcional do sistema
estudado pela expressdo das interagoes diretas entre pares de estruturas, v;;(f)
fornece uma informagao indireta sobre essas interacoes, ou melhor, corresponde a
uma informacgado composta obtida a partir das informacoes de interacoes diretas.
Como discutido em [2,5], 7;;(f) representa a fracdo de poténcia em x;(n) que orig-
inou de cada um dos x;(n) de tal sorte que ela descreve a interacao entre pares de
estruturas, que pode ser direta ou indireta, devida a varias vias de propagagao do
sinal.

Em outras palavras, a coeréncia direcionada ou a fungao de transferéncia dire-
cionada sumariza as interagoes estruturais decorrentes de todas as vias de conexoes
possiveis entre duas estruturas, logo elas serao significantes se existe pelo menos um
caminho de propagagao da informacao.

O cenério proporcionado pela coeréncia parcial direcionada é muito mais claro
pois 7;;(f) somente é nula se existe uma interacdo direta entre duas estruturas
quando todas as estruturas relevantes forem consideradas na andlise. Outro aspecto
de fundamental importancia do novo método (que também pode ser inferido por
CD/FTD) é a sua capacidade de detectar componentes de retroalimentagio entre
duas estruturas, ou seja se a interagao é uni ou bidirecional.

Com adequada transformacao das informagéGes de trens de disparos neuronais por
meio de convolugao por uma funcao kernel, é possivel aplicar esse método também na
andlise de dados de potenciais de agao registrados em miltiplas estruturas [12,13,26].

A CPD proporciona uma fotografia mais nitida, ou melhor, permite perscrutar
a dinamica da interagao entre estruturas cerebrais pois se pode analisar de segmen-
tos relativamente curtos de séries temporais, alcangando alta resolugao temporal
comparada a outras técnicas de correlagao.

Na prética, a estimagao da CPD requer o ajuste adequado de um modelo ARM
(assunto este tratado em profundidade em compéndios didéticos [20,21]). H4 vdrias
questoes tedricas em aberto no processo de estimagao de ARM, tais como a estima-
tiva da ordem modelo (i.e. a escolha do valor de p na Eq. 2.3), os testes diagndsticos
quanto ao residuo do modelo e, talvez mais crucial, a estacionariedade conjunta das
séries temporais em que se baseia a estimacao dos parametros a;;(r) [7].

Outro aspecto relevante é a importancia de se considerar um grande nimero de
estruturas representativas da dinamica estudada na andlise. Isto é pertinente mesmo
na andlise de CPD pois uma anélise de um subconjunto de estruturas pode levar
a conclusoes erroneas quanto a estrutura funcional verdadeira da interagao entre
elementos neurais (vide [3]). Por conseguinte, todas as técnicas baseadas na anélise
restrita a pares de estruturas sao ineficientes no estudo da inferéncia funcional. E,
portanto, imperioso realizar andlises com inclusao simultanea de um grande nimero
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de estruturas para o entendimento da codificacao e do mecanismo de processamento
neural.

Embora nao tenham sido tratadas neste trabalho, as questoes estatisticas rela-
cionadas a estimadores sao muito importantes. Existem resultados assintoticos
sobre os resultados dos coeficientes a;;(r) que permitem realizar testes de causali-
dades de Granger [5,20], porém sua utilidade para os casos de sinais neuroelétricos
ainda nao é clara devido a natureza praticamente nao-estacionaria desses sinais.

Todos esses métodos necessitam de um estudo mais amplo baseado em casuistica
maior. Por fim, o uso de andlise de coeréncia parcial direcionada nao se restringe a
problemas em neurociéncias, podendo-se aplicé-la a andlise de outras séries tempo-
rais multivariadas de sistemas dindmicos com comportamento predominantemente
linear.

Abstract. Correlation methods have been the tools of choice in the study of func-
tional interactions among brain structures. In this work we describe a new alterna-
tive approach employing multivariate time series (called partial directed coherence)
which makes the ordinary correlation tools obsolete as it allows a clearer depiction
of the functional structure by taking into account the simultaneous activity of sev-
eral brain structures. We also discuss how partial directed coherence reflects the
the concept of Granger causality in the frequency domain and we employ theoreti-
cal models and experimental data to illustrate the new approach, comparing it to
other current techniques.
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Resumo. As curvas sorolégicas populacionais fornecem subsidios para progra-
mas de vacinagao. Realizou-se um estudo prospectivo a fim de descrever o perfil
sorolégico do rubivirus, através do método do ELISA quantitativo, em 244 criancas

de 0 a 2 anos, além de verificar a relagao existente entre a concentragio de anticor-

pos de 39 maes (M) e seus recém-nascidos (RN), durante o periodo de estudo, de

18/11/1990 a 18/01/1991, em Caieiras, Sao Paulo. Estudou-se, também, a soro-

conversao em 228 criangas a vacina monovalente da rubéola. A amostra de criangas
estudadas foi delineada de maneira probabilistica por conglomerados. A andlise
estatistica empregada nos pares foi a regressdo linear, teste dos sinais, observagao
aos pares e andlise de variancia uni- e bi-lateral. No decaimento de anticorpos

anti-rubivirus, utilizou-se o ajuste das curvas, pelo método da méaxima verossimi-

lhanca. A andlise estatistica revelou: a) uma maior concentracdo de anticorpos no
recém-nascido quando os niveis maternos de anticorpos eram mais baixos (menor
que 127,5 U.I./ml), sugerindo a presenga de um mecanismo ativo de transporte
transplacentédrio dos mesmos; b) Mais de 90% das criangas ao nascimento possuem
anticorpos anti-rubivirus com rapido decaimento nos primeiros meses. A estimativa
para o desaparecimento dos anticorpos recebidos por via transplacentaria situa-se
entre 3,45 e 6,03 meses; e c) a taxa de soroconversao, apds a vacinagao, ja é elevada
(acima de 80%) a partir do quinto més de vida, aproximando-se de 100% entre 8 e

10 meses de idade.

1. Introducao

Desde 1882, quando o biologista russo Dimitrii Ivanovsky descobriu o primeiro virus
causador da doenca do tabaco, outros virus foram descobertos rapidamente devido
a necessidade de se ter uma compreensao dos mecanismos das doencas humanas
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[57]. Muito embora durante a vida nosso organismo seja constantemente exposto a
esses agentes infecciosos, o surgimento da doenca depende de inimeros fatores tais
como uma resposta imunolégica adequada.

O sistema imune materno—fetal representa o primeiro momento de nossa resposta
a equagao de sobrevivéncia humana. Devido & imaturidade do sistema imune fe-
tal, a imunoprotecao do feto e do neonato depende da transferéncia de anticorpos
maternos, que é mediada, na vida intra-uterina, pela placenta ao transportar pre-
dominantemente imunoglobulinas (IgG) da mae para o feto [10] [13] [35] [67].

A IgG que atravessa a placenta pode ser detectada precocemente em torno da
oitava semana, mas as concentragoes fetais de IgG permanecem abaixo de 100 mg/dl
até por volta da 17% a 20® semana [41] quando comegam a subir continuamente até
cerca da 30% semana. Os niveis de IgG nos neonatos a termo podem apresentar con-
centragoes de anticorpos que excedem de 5 a 10% os niveis maternos [40], indicando
que a IgG é ativamente transportada para o feto contra gradiente de concentracao
provavelmente através das vesiculas do sinciciotrofoblésto. Tabela 1 demonstra que
a razao das concentragoes do soro do feto para mae aumenta de 0,4 na 28% semana
de gestacao para 1,5 na 40 semana.

Gestacao (em semanas) | Razao entre IgGs Fetal e Materno
28 0,40
30 0,60
32 0,80
34 0,95
36 1,15
38 1,35
40 1,50

Tabela 1 Transferéncia de anticorpos IgG maternos para feto [60].

E consenso da literatura que ha na placenta receptores espec1ﬁcos para diversas
protemas transportadoras. A transferéncia de protelnas se faz de maneira altamente
seletiva, requerendo uma certa disponibilidade de receptores placentéarios, estando
mais relacionada com a configuragao molecular do que com o tamanho molecular. A
regiao Fc da molécula de IgG é o elemento funcional de reconhecimento especifico
neste processo [11] [30] [42]. Todas as subclasses da IgG humana (IgGl, IgG2,
IgG3 e IgG4) atravessam a placenta mas envolvem receptores especfﬁcos (FcR) na
placenta com elevada afinidade por IgG2 e IgG 4 e nenhuma por IgA ou IgM.

Essa passagem é mediada por dois mecanismos principais. O primeiro é de
ordem cinética, ou seja, simples transferéncia passiva na qual o nivel de IgG fetal
é proporcional as concentragoes de IgG materna. O segundo esta relacionado com
um processo ativo enzimético no qual a IgG é transferida, ativamente, da mae para
o feto. Esta transferéncia pode ser inibida direta ou indiretamente, pelas altas
concentracoes de IgG no soro materno. Para baixas concentragbes maternas, o
sistema é ativado e, proporcionalmente, mais IgG ¢é transferida da mae para o feto,
ocorrendo a inibicao desse processo inverso quando ocorre o inverso.

Estes mecanismos passam a ter uma maior importancia, durante os processos
infecciosos ou imunizacao, que possam ocorrer durante a gestacao [3] [4]. Ambos
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determinam um aumento dos anticorpos maternos no perfodo neonatal. Isto possi-
bilita por um lado, aquisicao de protecao passiva, pela passagem transplacentéaria
de IgG. Por outro, pode interferir na capacidade de resposta imune a infecgoes e
a vacinagao, com possibilidade de ganho de protecao passiva durante a passagem
transplacentaria de IgG e modular futura capacidade em responder a infeccao e
e/ou vacina na crianga [61]. Por exemplo, Glessen et al. [34], em um estudo de
imunizacao de maes vacinadas contra Haemophilus influenza tipo b entre 34 e 36
semana de gestagao, demostraram uma efetiva transferéncia de IgG anti-hemophilus
para o feto, que pareceu proteger o neonato até o quarto més de vida. Embora a
mae possa estar protegida por anticorpos especificos, nem sempre observamos a
mesma protecao ao feto, pois ha intimeros fatores que interferem neste mecanismo
de transporte, que precisam ser melhor elucidados.

Considera-se que ha infecgado hematogénica transplacentdria quando um agente
presente no espago interviloso da placenta atravessa o epitélio trofobléstico e localiza-
se no cérion e, a partir desse local, pode atingir vasos fetais das vilosidades e/ou
placa corial e alcangar o feto podendo levar & infeccao congénita [12]. A infecdo
fetal é uma importante causa de morbi-mortalidade apesar da disponibilidade atual
de potentes agentes anti-microbianos [25]. O progndstico do neonato tanto serd
melhor quando mais precoce for o tratamento pois o inicio tardio pode levar, den-
tre outros aspectos, a seqiielas em 6rgaos com limitado poder de regeneragao como
o sistema nervoso central. Esse fato pode ser constatado pela resposta imatura
resposta imunoldgica endégena dos neonatos e lactentes jovens.

A prevencao, diagnéstico e tratamento precoce da infecgao sao objetivos maiores
no controle das infegoes perinatais. Sempre que possivel, a imunizacao antes da
gravidez é desejavel e recomendavel, pois a imunizagao seletiva durante a gestagao
poderia oferecer uma protecao teérica ao feto. O objetivo da imunizacao seria a
producdo de imunoglobulinas (IgG) especificas e/ou fatores humorais que podem
atravessar a placenta e resultar na protegao passiva da crianga, por um periodo em
que persistirem esses anticorpos. Na prevencao de algumas doengas, como tétano
neonatal, a vacinacao da gravida tem demonstrado algumas evidéncias de protegao
ao neonato, as quais ja foram estabelecidas [18] [33] [52], mas ainda hé controvérsias
em outras, como a rubéola.

Embora exista uma boa passagem seletiva pela placenta de anticorpos maternos
para o recém-nascido (RN), principalmente no ultimo trimestre da gravidez, os
estudos demonstram uma queda drastica dos anticorpos antivirus da rubéola nos
primeiros meses de vida, seguida de um decaimento mensal, conseqiiéncia da perda
dos anticorpos recebidos de maes (M) que haviam tido contato com o virus.

A rubéola em nosso meio constitui um importante problema de saide publica,
pois um grande nimero de mulheres é infectado durante a idade fértil [66]. Em 1987,
um inquérito soroepidemiolégico em 1.400 amostras de sangue de criancas com idade
entre 2 e 14 anos e 329 amostras de sangue de cordao umbilical foi realizado na cidade
de Sao Paulo para verificar a prevaléncia de anticorpos contra o virus da rubéola.
Um aumento significativo foi encontrado apds 6 anos de idade, e 77% dos individuos
eram soropositivos entre 15 e 19 anos, aumentando para 90, 5% no sangue do cordao
de criancas cujas méaes apresentavam idade entre 20 e 29 anos, alcancando 95, 6%
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no grupo de 30 a 34 anos. Numerosos estudos tém demonstrado que os anticorpos
maternos adquiridos pelos recém-nascidos decrescem de forma exponencial apds o
nascimento, porém, a maioria destes foram realizados com imunoglobulinas totais
e pouca atencdo tem sido dada ao declinio de anticorpos especificos [19] [58] [73].

Passos [58] encontrou um total de 5,6% das parturientes ndo imunes a rubéola,
como resultado de uma pesquisa realizada no municipio de Caieiras, SP, em 1991.
Apesar deste resultado estar abaixo quando se compara com os dados da literatura
(cerca de 9%), o problema continua tendo uma importante dimenséo pois essas
mulheres estdo sob um risco de terem filhos portadores da sindrome da rubéola
congénita (SRC). Dado que a infecgio rubedlica fetal pode ocorrer independente-
mente da infeccdo materna manifestar-se clinicamente ou ser assintomética, uma
gestante infectada ird desenvolver uma viremia. Ocorrendo a viremia, sua pla-
centa serd atingida e podera infectar o feto. Dependendo da idade gestacional em
que ocorre a infeccao, o virus podera acarretar alteracoes teratogénicas levando a
abortos espontaneos, natimortos e criangas com rubéola congénita portadoras de
mal-formagoes evidentes ou ndo ao nascimento [9] [47].

Dado que a infecgao rubedlica fetal pode ocorrer independentemente da infecgao
materna manifestar-se clinicamente ou ser assintomadtica, uma gestante infectada
ird desenvolver uma viremia. Ocorrendo a viremia, sua placenta serd atingida e
poderd infectar o feto. Dependendo da idade gestacional em que ocorre a infecgao,
o virus poderéd acarretar alteracoes teratogénicas levando a abortos espontaneos,
natimortos e criangas com rubéola congénita portadoras de malformagcoes evidentes
ou nao ao nascimento [9]. A preocupagao com o aumento do nimero de mulheres
soronegativas, principalmente em nosso meio e como conseqiiéncia, um incremento
na possibilidade de virem a ter infecgao rubedlica durante a gravidez, podendo acar-
retar o nascimento de criancas com a SRC, fez com que muitos autores alertassem
para a necessidade de um rastreamento sorolégico das adolescentes no pré-natal, a
despeito de terem tido rubéola ou terem sido vacinadas, bem como o seguimento de
mulheres com titulos baixos durante toda a gestacio [10] [38] [64] [36].

Um outro recorte de interesse epidemiolégico sdo os profissionais da saude e
educaciio que atuam com criancas e adolescentes, pois por estarem expostos a virus
que dao quadros de doencas benignas na infancia, a mesma evolucao pode nao
ocorrer no adulto. Existe uma recomendagao de “American College of Physicians”,
o “Advisory Committee on Immunizations Pratices”, e vdrios outros organismos e
autores que vacine o pessoal da satide contra as doencas evitaveis, principalmente
sarampo, caxumba, rubéola, hepatite B e varicela [1] [5] [7] [17] [39] [44] [71] [72].

Para se ter uma dimensao do problema, Passos em 1997, realizou-se uma pesquisa
entre 165 funciondrias das creches municipais, em idade fértil, no municipio de
Caieiras (SP), a fim de verificar a suscetibilidade e o conhecimento sobre a rubéola
[59]. Os resultados soroldgicos, pelo método ELISA (método quantitativo imunoen-
zim4tico), demonstraram que 4, 2% de funcionérias em idade fértil apresentavam-se
soronegativas. Em relagdo ao conhecimento prévio sobre nitimero de relatos de
rubéola clinica e vacinagido comprovada ao rubivirus, podemos observar que 81,8%
(135 em 165) das funciondrias negaram ter tido rubéola e 38,2% (63) referem-se
a uma vacinacao contra a rubéola nos tultimos meses em razao da epidemia de
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sarampo de 1997, mas nao apresentaram comprovante de vacinagao. Quando per-
guntadas sobre a necessidade de vacinagao, 70,9% (117) nao tinham conhecimento
prévio, 25,4% (42) confirmaram a necessidade e 3,7% (6) nao responderam. Con-
forme pode ser constatado 135 (81, 88%) funciondrias negaram histéria positiva para
rubéola em discordancia com a elevada proporgao de soropositividade 158 (95,7%),
o que produz falta de sensibilidade e especificidade dos antecedentes para prever o
estado imunitério.

Considerando elevado custo dos exames soroldgicos em relagdo ao custo da
vacina, a abordagem da vacinagao parece-nos economicamente viavel, eficaz e se-
gura, pois poucas reacoes vacinais sao observadas. A importancia do uso da vacinagao
como forma de protecao contra muitas doengas pode ser fundamentada sobre duas
vertentes: a diminuigdo de casos novos da doenga (morbidade) e o baixo custo fi-
nanceiro da vacina em relagdo ao tratamento da doenga (monetdrio) [73] ou suas
complicacoes como a SRC. A vacina triplice viral deve ser preferida a vacina isolada
[39].

Sob um enfoque individual, a rubéola poderia oferecer pouca preocupacao se
nao fosse o efeito do virus sobre o feto, pois numerosos estudos demonstraram os
riscos de efeitos teratogénicos nas primeiras 12 semanas de gestagéo [32] [50]. O
objetivo primordial, e universalmente aceita, da vacinagao contra a rubéola é a
prevencao da infeccao em mulheres gravidas e, como conseqiiéncia, a prevencgao da
SRC. Entretanto, ha uma discordancia acerca da melhor maneira de se alcancar
este fim, fazendo com que diferentes programas tenham sido propostos por varios
paises e modificados posteriormente.

Com a finalidade de contribuir na elucidacao de alguns aspectos da vasta dis-
cussao sobre o efeito dos anticorpos materno contra a rubéola na protecao tem-
poraria sobre os recém-nascidos, foram estudadas quantitativamente as amostras
de sangue coletadas no campo. Da sorologia contra o virus da rubéola foram feitos
estudos quanto do transporte pela barreira placentaria e, também, da sorocon-
versao vacinal. Um outro aspecto importante do estudo foi a obtencao de uma
curva soroldgica de anticorpos anti-rubéola com os dados locais.

2. Metodologia

Foi estudada uma amostra de 244 criangas menores de 2 anos e 39 pares de maes
e recém-nascidos, residentes no municipio de Caieiras, coletada durante o periodo
de 18 de novembro de 1990 a 18 de janeiro de 1991. Este estudo, baseado em uma
amostragem da populacao da cidade de Caieiras, procura avaliar o perfil soroldgico
em criangas menores de dois anos de idade, antes e apds a vacinagao contra a rubéola,
bem como o nivel sérico de anticorpos antivirus da rubéola (AVR) em maes (M) e
recém-nascidos (RN) durante o perfodo de estudo [6] [58] [73].

O estudo, além de obter o perfil sorolégico de uma comunidade brasileira,
procura compreender os fenéomenos que medeiam as relagoes entre os niveis de anti-
corpos dos fetos pareado com os de suas maes, para entender se ha fatores biologicos
que contribuem para resultar nas distribuigoes de concentragoes em maes e recém-
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nascidos. De igual importancia é descobrir se a presenca de anticorpos maternos
nas criangas afeta a soroconversao vacinal.

2.1. Dados de campo

O trabalho de campo desenvolveu-se na Maternidade do Hospital Regional de
Caieiras (EMED) e na comunidade urbana. Das criangas recém-nascidas (RN)
durante o periodo de estudo, cujas familias residiam em Caieiras, foram colhidas
amostras de sangue materno (M) no pés-parto imediato e no cordao umbilical. Uma
ficha contendo dados de M foi preenchida pela obstetriz e a de RN foi preenchida
pelo pediatra do bergario.

Nao foram incluidas no estudo as criangas que apresentavam os seguintes pro-
blemas:

1. Prematuridade, mal-formagcao, gemelaridade e andxia grave;
2. Relato de imunodeficiéncia congénita ou adquirida;

3. Doencas oncoldgicas;

4. Processos febris agudos;

5. Tratamento com imunossupressor ou que tivessem recebido imunoglobulinas
ou outro derivado sangiiineo no periodo inferior a trés meses; e

6. Histéria de severa alergia a neomicina ou kanamicina ou reagao anafildtica a
proteina do ovo.

Em relagao a coleta de sangue, nos recém-nascidos, lactentes e criancas da co-
munidade cujo acesso venoso era dificil, optou-se pela coleta com seringa, escalpe
21 ou 25, e nas demais criancas pela coleta pelo sistema a vacuo, num total de 1 —5
ml. Uma amostra de sangue do cordao umbilical dos recém-nascidos foi coletada
no pos-parto imediato, com sistema seringa e escalpe e, conjuntamente, uma ou-
tra amostra de sangue da mae foi obtida por pungao venosa em membro superior,
utilizando-se, preferencialmente, o sistema de coleta a vacuo. Todas as amostras de
sangue foram imediatamente acondicionadas em geladeira de isopor que continha
bolsa de gelo reciclavel, e, posteriormente, centrifugadas a 3.500 r.p.m. durante 15
minutos (Centrifuga de mesa Bio-Eng), divididas em quatro aliquotas e estocadas
a —20° C. O soro congelado era transportado ao laboratério, em gelo seco, para
posterior analise.

Além destes casos, por ocasiao do estudo, foram coletadas 39 amostras de sangue
de M e do cordao umbilical de RN participantes do estudo, sendo que a distribuigao
por faixa etdria materna mais prevalente foi de 20—24 anos (48, 7%), seguida pela de
25 — 29 anos (18%). Sobre a possibilidade de terem tido rubéola anteriormente, 32
(82%) negaram; 4 (10, 25%) disseram ter tido a doenga em alguma fase da vida, mas
sem comprovagao através de testes sorolégicos, e 3 (7, 75%) ndo souberam informar.
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Em relacdo as vacinagoes prévias contra a rubéola, 25 (64,10%) néo souberam
informar, 13 (33,3%) negaram ter recebido e somente 1 (2,57%) afirma ter rece-
bido, mas sem comprovacao vacinal. Em relacdo ao fato de terem recebido medica-
mento nos ultimos seis meses, 20 (51,3%) informaram ter recebido vitaminas e
sintomaticos. Todas as parturientes negaram ter recebido gamaglobulina e sangue
no dltimo ano. Na amostra destes 39 recém-nascidos, 24 (61,5%) eram do sexo
feminino e 15 (38,5%) do sexo masculino com peso médio ao nascimento de 3.370
g. O parto cesérea foi realizado em 25 (64,1%) das gestantes. O tipo de parto
parece nao ter influéncia no estudo das concentragoes séricas de imunoglobulinas
[48].

Em relagao ao método laboratorial, o método quantitativo imunoenzimético
(ELISA) utilizado foi ETI-Rubeck—G, Sorin Biomédica, Diagnostici, Vercelli, Itélia.
O “cut off” de 10 U.I./ml foi utilizado para distinguir as criancas soropositivas
(assumidas como imunes) das soronegativas. A soroconversao seguida da vacinagao
foi definida como mudanga de soronegativo para soropositivo ou aumento de quatro
vezes na concentracao de titulos de IgG da primeira para a segunda amostra.

2.2. Estudo dos pares mae—-recém-nascido

A anilise dos pares das concentragoes de anticorpos encontradas na mée e no recém-
nascido foi realizada por métodos estatisticos [22]. Foram utilizados trés métodos
de anélise estatistica: teste nao-paramétrico, regressao linear e testes paramétricos.

A andlise pareada das concentracoes de anticorpos encontradas na mae e no
recém-nascido tem o objetivo de verificar se existe alguma relagao entre as concen-
tragoes de anticorpos nos dois grupos. Os métodos estatisticos, aqui relacionados,
permitem avaliar essa possivel relacao e discutir, também, os fatores geradores das
distribuicoes de concentragoes entre maes e recém-nascidos.

2.2.1. Teste nao-paramétrico

O teste nao-paramétrico aplicado & amostra de pares de concentragoes de anticorpos
de mae e recém-nascido, para verificar eventuais diferengas, é o teste de sinais. O
teste nao-paramétrico permite comparar como os dados estdao distribuidos (nao é
preciso conhecer a sua real distribuigdo probabilistica), mesmo que a amostra nao
obedeca a uma distribuicao normal.

O teste de sinais serve para comparar duas amostras que estejam sob a influéncia
de diversas condigoes. Muitas vezes, algum efeito que se deseja mensurar pode sofrer
alteragoes devido a muitos outros fatores que podem, de alguma forma, “mascarar”
o efeito desejado. Portanto, quando se usa teste de sinais (observac¢do em pares), o
objetivo é tentar eliminar todos os outros fatores externos. Este teste é aplicavel,
pois a amostra, observagao de pares de concentragoes de mae e recém-nascido, é
proveniente de mae e recém-nascido que sao seres distintos, mas a obtencao da
concentracado dos pares provém de situagdo similar (sangue e corddo, no ato do
nascimento), e cada par é distinto um do outro, pois diferente é a condigao de cada
mae e recém-nascido no parto.



8 Passos e Yang

O teste de sinais conta os sinais da diferenga das concentragoes do par mae e
recém-nascido, ou seja,

TS = sign ([M] — [RN)), (2.1)

onde T'S ¢ o sinal (sign) da diferenca. Por exemplo, se [M] = 10 e [RN] = 6,
entdo o sinal sign é +, portanto T'S = +. O teste de sinais permite estudar se
uma das amostras apresenta valores maiores ou menores do que outra. O teste
teste pode ser para um lado (maior ou menor, com nivel de significAncia «), ou
nos dois lados (diferente, com nivel de significdncia 2«). Contando o ntmero de
sinais positivos, compara-se este niimero com o nimero critico dado pelo nivel de
significancia pré-determinado para uma conclusao estatistica a respeito das duas
amostras.

2.2.2. Regressao linear

A primeira abordagem paramétrica serd pelo método de regressdo linear. E sabido
que a mae cede ao feto anticorpos que ela carrega. Entao os valores da concentragao
de anticorpos das maes, [M], serdo considerados varidveis independentes e os va-
lores da concentracao de anticorpos dos recém-nascidos, [RN], serdo considerados
variaveis dependentes. Assim, ajusta-se a equagao linear

[RN] = ko + ki [M], (2.2)

onde k1 é constante de proporcionalidade (ou coeficiente de regressao) e o coeficiente
linear é kg. No estudo do par mae e recém-nascido tem-se kg = 0, pois as maes nao
podem dar de heranga ao seu feto anticorpos que elas nao possuem.

O valor da constante ki, ajustado pelo método de minimos quadrados, da in-
formagao sobre o tipo de relagdo que possa existir entre as concentragoes de anti-
corpos no grupo das maes e no de recém-nascidos.

2.2.3. Testes paramétricos

Os testes paramétricos utilizados para estudar eventuais diferencas entre as con-
centragoes de maes e recém-nascidos sao testes de observacao em pares, analise
de variancia por classificagdo simples (“one-way”) e andlise de varidncia com dois
fatores (“two-way”).

O teste de observagao em pares serve para discriminar duas amostras que estejam
sob influéncia de muitos fatores externos. Este teste baseia-se na diferenca da
concentracao do par mae e recém-nascido, ou seja,

d = [M] - [RN], (2.3)

onde d é o valor da diferenga. O teste fundamenta-se na distribuicao da diferenga
d. A hipétese nula é analisada pelo teste t de “Student”.

A andlise de varidncia permite testar diferenca entre duas ou mais amostras
de populagoes simultaneamente. Testa-se a hipdtese de que as médias de todos
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os grupos sejam iguais através do cédlculo da razao das variancias entre os gru-
pos e dentro dos grupos, resultado normalmente designado de F'. Este valor tem
uma distribuicdo normal, classificada seguindo os graus de liberdade dados pelos
numeros da amostragem e dos grupos observados, e percentil correspondente a uma
probabilidade 1 — «. Valores de F' superiores a unidade ja sugerem distin¢ao entre
os grupos. Valores de « inferiores a 0,10 sao com freqiiéncia utilizados para a re-
jeicao da hipdtese nula de igualdade entre os grupos. O fundamento da andlise de
variancia baseia-se no fato de que, se houver grandes diferencas nos valores médios
da amostra, entao a variancia dos grupos combinados serd muito maior do que a
variancia dos grupos separados.

A amostragem composta de concentragoes de anticorpos IgG anti-rubéola de
maes e recém-nascidos é testada pela andlise de varidancia. Essa amostragem pode
ser estudada sob duas hipé6teses: a) os dois grupos de concentragdo, mée e recém-
nascido, sdo as unicas possibilidades de classificacao, ou seja, dentro de cada um dos
dois grupos nao ha nenhuma diferenga. Este é o teste de andlise de variancia com
um Unico fator; e b) além dos dois grupos de concentracao, mae e recém-nascido,
existe uma outra categoria, a diferenca entre os pares de concentragao. Este é o
teste de andlise de variancia com dois fatores. A hipdtese nula do teste de variancia
é analisada pelo teste I’ de Fisher.

2.3. Estudo do decaimento

O estudo de decaimento da concentragao de anticorpos nas criangas de pouca idade
tem a finalidade de estimar a meia vida do decaimento, isto é, o tempo necessario
para que uma dada concentragdo diminua pela metade. Ao mesmo tempo, é pre-
ciso estimar a idade em que a concentracao de anticorpos herdados da mae seja
considerada nula. Este estudo é feito pelo ajuste de curvas.

2.3.1. Regressao linear

O decaimento de anticorpos maternos sera estudado considerando duas formas
(hipéteses) de diminuigao. A primeira forma de decaimento serd estudada por meio
de uma curva exponencial simples dada por

C (a) = Coe K, (2.4)

onde Cj é a concentragao ao nascimento (a = 0) e K é a taxa de decaimento. Esta
abordagem supoe que a taxa de decaimento é constante em todas as idades e é,
também, a constante de proporcionalidade entre a taxa de variagao da concentragao
e a concentracao em dada as idade.

Esta funcao nao-linear pode ser linearizada, se tomar logaritmo neperiano nos
dois lados, tomando, entao, os pardmetros a serem ajustados as formas

{mzme e3)
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Assim, ajusta-se a mesma equacao linear dada pela equagao (2.2) pelo método de
minimos quadrados. Para evitar problema com valor nulo, aos dados observados, ao
serem transformados em logaritmos, devem ser acrescentados uma unidade. Apds
o ajuste linear, pode-se tomar o anti-logaritmo para obter os valores reais. Porém,
como foi acrescentada uma unidade aos valores observados, a curva ajustada tem a
forma

C (a) = efoehre — 1. (2.6)

Da curva ajustada pode-se extrair algumas informagoes a respeito do decaimento
de anticorpos maternos. O tempo necessirio para que uma dada concentracao
diminua pela metade é facilmente obtida da equagao (2.4), resultando em

ay2 = ln}({2)7 (2.7)

onde a; /o é a meia vida de decaimento de anticorpos herdados da mae. A idade em
que o anticorpo herdado da mae pode ser considerado totalmente eliminado ar é
obtida da equagao (2.4), considerando para isso uma concentragao limiar arbitraria,
dada, por exemplo, por

Co
10°
Em outras palavras, quando a concentracgao inicial (na idade zero) cai para um
valor dez vezes menor, supoe-se que a concentragao remanescente nao mais protege
a crianca.

Clar) = (2.8)

2.3.2. Ajuste por maxima verossimilhanga

O método de ajuste anterior supos a forma mais simples para o decaimento e, por
isso, nao requereu nenhuma transformagao especial de dados da amostra (o uso de
logaritmo foi no sentido de facilitar o ajuste, usando-se um método linear). Quando
se supoe que a taxa de decaimento tem dependéncia com idade e, portanto, a taxa
de variagao da concentragao nao é proporcional ao valor da concentracao em dada
idade, a lei que rege o decaimento de anticorpos maternos nao obedece a equagao
exponencial (2.4).

Para levar em consideragao um certo desvio da homogeneidade etaria do decai-
mento, ajusta-se uma logistica com um polinémio de terceiro grau dado por

1

= 1+ eco+cla+cQa2+C3a3’

C(a) (2.9)
onde ¢;, com i = 0, 1, 2 e 3, sao constantes relacionadas ao grau da poténcia dado
pelo indice +.

Esta funcao sera ajustada pelo método de maxima verossimilhanga. Como a
fungao logistica (2.9) estd limitada entre os valores 0 e 1, exige-se um tratamento
especial dos dados da amostra antes de uséa-los. Todas as concentragoes serao nor-
malizadas, isto é, todos os dados da amostra serao divididos pelo maior valor da
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concentracdo dentro da amostra. A méxima verossimilhanga pode ser definida em
termos de seu valor logaritmico (1), ou seja,

L(0) = Z {9:In[C(ai)] + (1 —g:) n[1 — C(a:)]} (2.10)

onde 6 refere-se aos parametros ¢;, i = 0, 1, 2 e 3, a serem ajustados, g; é o valor
da concentracao normalizada, a; é a idade considerada na i-ésima observagao, cor-
respondendo ao valor da concentragido C(a;), e n é o nimero total da amostragem.
A parte constante da expressao de maxima verossimilhanga nao foi considerada.

A meia vida do decaimento é facilmente extraido a partir da curva ajustada. A
idade em que o anticorpo herdado da mae pode ser considerado totalmente eliminado
é obtida, também, a partir do gréfico, considerando a equagao (2.8).

2.4. Estudo de soroconversao vacinal

O estudo de soroconversao nas criangas de pouca idade tem a finalidade de estudar
a capacidade de resposta do sistema imunolégico. Este estudo é feito pelo ajuste de
maéxima verossimilhanga, usando-se a equagao (2.9), porém com apenas dois valores,
isto é: 1 se soroconverteu e 0, no caso contrario. Assim, o pardmetro g da equacao
(2.10) assume o valor 1 ou 0.

3. Resultados

Os dados de sorologia sao analisados da seguinte forma. As 39 amostras de sangue
do par mae e recém-nascido sao usadas para detectar se hé diferenca entre as con-
centragoes de anticorpos anti-rubéola entre os grupos de maes e recém-nascidos. As
amostras de 244 criancas menores de 2 anos sao usadas para estudar o decaimento de
anticorpos maternos anti-rubéola. Finalmente, as 196 amostras de criancas menores
de 2 anos sao usadas para estudo da soroconversao vacinal.

3.1. Estudo do par mae e recém-nascido

Usa-se métodos estatisticos e ajuste de curvas para estudar as concentragoes de an-
ticorpos anti-rubéola encontradas em dois grupos: mée e recém-nascido. A amostra
é composta de 39 pares de concentragoes de anticorpos.

3.1.1. Teste nao-paramétrico — Teste de sinais

Inicialmente, aplica-se o teste de sinais. Este teste nao-paramétrico, em que a
distribuigdo da amostra ndo depende da distribuigdo populacional (e nem precisa ser
normal), faz a comparacao entre as distribuigoes, sem utilizar nenhum parametro.
Por isso, pode ser aplicado para verificar se as concentragoes de anticorpos no grupo
das maes é maior ou menor do que no grupo de recém-nascidos. Esta amostragem é
formada por pares de observagoes em dois seres distintos, as observagoes de cada par
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sao feitas quando do momento do nascimento e os diferentes pares de observagoes
sao completamente diferentes. Justamente por causa desta dltima condicao é que o
teste de sinais é mais adequado, uma vez que o teste t nao se aplica.

O teste de sinais é baseado na contagem de sinais das diferencas entre os pares de
observacao, e define-se por r o nimero de sinais menos freqiiente. A hipétese nula
(Hyp) é que cada diferenca dos pares de anticorpos anti-rubéola dos grupos de maes
e recém-nascidos tem uma distribuicao de probabilidade com média 0. Portanto,
rejeita-se a hipétese nula se o valor de r for pequeno. Com respeito ao valor pequeno
de 7, pode-se determinar o valor critico, 7., a partir de percentiles para a distribuigao
da amostra do nimero de sinais positivos quando a hipétese é verdadeira. No caso
em estudo, hda N = 39 amostras de pares, e para o teste uni-direcional com um
nivel de significancia estatistica a = 0,054, o valor critico para o nimero de sinais
positivos é r. = 14. Em outras palavras, no teste uni-direcional a hipdtese de que
a populacdo consiste de 50% ou mais sinais positivos, com nivel de significancia
a = 0,054, é rejeitada se 14 ou menos sinais positivos sao observados na amostra.
Semelhantemente, no teste uni-direcional a hipdtese de que a populagao consiste de
50% ou menos sinais positivos, com nivel de significancia o = 0,054, é rejeitada se
14 ou menos sinais menos (mais que 24 sinais positivos) sao observados na amostra.

No nosso estudo, para a diferenca entre as concentragoes de maes e recém-
nascidos, encontrou-se 10 sinais positivos (r) e 27 sinais negativos. Portanto, rejeita-
se a hipdtese de que, com nivel de significancia a = 0,054, 50% ou mais da populacao
tem concentragoes de anticorpos de maes maiores que os recém-nascidos. Porém,
nao se rejeita a hipdtese de que, com nivel de significincia o = 0,054, 50% ou
menos da populacao tem concentragoes de anticorpos de maes menores que os recém-
nascidos. Portanto, como o valor de r é pequeno (pelo menos é menor do que o seu
valor critico), rejeita-se a hipGtese nula Hyp.

O teste de sinais permite fazer modificagoes, e uma delas é sobre a questao
de quanto as concentragoes de anticorpos de maes sao menores que as de recém-
nascidos. Para tanto, adiciona-se um valor igual a todos os valores das concentragoes
de maes. Neste caso, o valor minimo que se adiciona ao grupo das maes para que
a diferenca nédo seja estatisticamente significante é C,, = 6,7 U.I./ml. Com esta
modificagao nos dados amostrais, tem-se 15 sinais mais, 23 sinais menos, o que nao
rejeita a hipétese nula Hy. Este acréscimo gerou um par com concentracoes iguais
entre mae e recém-nascido. Portanto, em média, as concentracoes de maes sao 6,7
U.I./ml menores do que de recém-nascidos.

3.1.2. Regressao linear

Apresenta-se a amostra com 39 pares de concentragoes dos grupos de maes e recém-
nascidos em forma de grafico. Esta amostra é caracterizada por uma diferenca de
concentracao entre os pares considerados. Mostra-se, agora, o ajuste linear dos
dados, de acordo com a equacgao (2.2), para um primeiro estudo paramétrico.

A regressao linear, em que se ajusta apenas o coeficiente angular (ou de regressao)
da reta, é mostrada na Figura 1. O valor ajustado para o coeficiente de regressao ky é
1,08+0, 04 (adimensional), sendo, assim, a equacio entre as concentragoes dada por
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[RN] = 1,08 x [M]. Com o valor do parametro obtido do ajuste determina-se o in-
tervalo de confianga para o coeficiente de regreséo linear. Com 95% de significancia,
o coeficiente de regressao k; encontra-se no intervalo entre os valores 1,001 e 1, 167.
Como o valor do extremo inferior é superior a unidade, conclue-se (com 95% de
confianga) que a concentragido de mées é menor do que de recém-nascidos, mesmo
que a fonte de anticorpos dos recém-nascidos seja a mae.

300 -
X X /
200 - x/ X
E X » X {X X%
— x X X
X " x X X
100 - x yy x
X o x
« X
0 Ko T T T T 1
0 50 100 150 200 250
[M]

Figura 1: Regressao linear da concentracao de IgG anti-rubéola em recém-nascidos
[RN] em fungdo da concentragdo em maes [M]. A marca x refere-se aos dados
observados.

Figura 1 mostra duas tendéncias (melhor vista na curva de distribuigao de
resfduos, ndo apresentada aqui): para valores baixos de concentragoes de anticor-
pos em maes, os valores de recém-nascidos encontram-se acima da curva ajustada,
enquanto para valores elevados, as concentracoes de anticorpos em recém-nascidos
ficam distribuidas em torno da curva. O teste de sinais (nado-paramétrico) apenas
revelou que hé diferenca entre os pares. O ajuste de curvas, um método paramétrico,
mostrou nao somente esta diferenca, mas também em que regiao das concentragoes
esta diferenca ocorre.

Esta concentragao elevada entre os recém-nascidos em comparagao com as maes,
em regioes de baixa concentragao de anticorpos nas maes, pode ser vista de outra
forma. Ajusta-se a equagao

onde kj, e k] sdo valores positivos. Os parametros ajustados sao k{, = 209,47+23, 65
Ul./mlek] = 77,72 £ 18,56 (adimensional). Figura 2 mostra este ajuste. O
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coeficiente de regressao situa-se, com 95% de confianca, entre os valores 161,44 e
257,49.

250 -
X
200 -+
150 ~
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100 1 \x<\ X
X
50 - N XU
X
X
O T T T 1
0,6 1 1,4 1,8 2,2

[RN]/[M]

Figura 2: Regressdo linear da concentracao de IgG anti-rubéola em maes [M] em
fungdo da razao entre as concentragdes de recém-nascidos e maes [RN]/[M]. A
marca X refere-se aos dados observados.

Figura 2 mostra que, em torno de [RN] = [M], ocorre uma maior concentragao
de pares observados e, também, que o valor da correspondente concentracao de
anticorpos da mae situa-se em torno de 125 U.I./ml. A figura mostra que a maioria
das maes que participaram do estudo repassaram pelo cordao umbilical um pouco
mais ou um pouco menos da sua concentragao de anticorpos para os recém-nascidos.
A reta ajustada é monotonicamente decrescente, pois concentracoes maiores de
anticorpos em recém-nascidos ocorrem para baixas concentragoes em maes. Por
isso, usou-se o sinal menos na equagao linear.

3.1.3. Testes paramétricos

Os dados amostrais sao considerados observacoes pareadas, para detectar se existe
um fator externo que possa causar diferenca entre os grupos compostos por maes
e recém-nascidos. Por outro lado, muitos outros fatores externos podem mascarar
ou obscurecer a real diferenga. Para detectar se ha de fato um fator externo pre-
ponderante, usa-se as observagoes em pares, e calcula-se a diferenca entre cada par.
Ao se estudar levando em consideragao esta diferenga (por exemplo, a concentracao
de mae menos a de recém-nascido), assume-se que todos os fatores externos afetam
de forma idéntica os dois grupos, sendo assim, removidos pela diferenga. O teste
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de observagoes pareadas estuda a hipotese da igualdade de médias entre os dois
grupos, isto é, as médias das concentracoes de anticorpos nos grupos de maes e
recém-nascidos sao iguais.

O teste de sinais revelou que hé diferenca entre os pares estudados. O ajuste
de curvas, da mesma maneira, mostrou que esta diferenca existe, mas ocorre prefe-
rencialmente para baixas concentracoes no grupo das maes. Fundamentado nisso,
usa-se, agora, o teste paramétrico das diferengas, mesmo sabendo que os diferentes
pares de observagoes sao completamente diferentes. Dessa forma, estuda-se se ha
algum fator comum atuando em todos os pares, focalizando-se para a barreira pla-
centaria comum a todos os pares de maes e recém-nascidos, em vez de concentrar-se
na diferenca de seres.

Como os fatores externos podem ser removidos pela diferenga entre os pares
observados, testa-se a hipdtese nula Hy de que a distribuicao da diferenca entre
as duas populagoes tem média 0. Para este fim, usa-se o teste ¢ com 38 graus de
liberdade, pois tem-se 39 pares de observagoes. Para aplicar o teste t, calcula-se

f_ 40
_Sd/\/ﬁ7
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39

Do (Xi=Yi)

_i=1
d= 39

39 2

30 |:Z(Xi_yi):|
(XY

83 _ i=1 = ;
onde X; e Y; sao, respectivamente, as concentragoes de mae e de recém-nascido
na i-ésima observagao pareada. Com os 39 pares observados, o valor obtido foi
t = —3,20. Este valor é usado para rejeitar ou nao a hipétese nula. Para nivel de
significancia a = 0,01, o valor de t de “Student” critico com 38 graus de liberdade
é 10,09(38) ~ 2,429 (entre os valores t99(30) = 2,457 e tp99(40) = 2,423). A
hipdtese de igualdade de médias é rejeitada se t < —2,429 ou ¢t > 2,429. Como
o valor calculado foi t = —3, 20, rejeita-se a hipotese nula e aceita-se a hipotese
de que as médias das concentracoes entre os grupos de maes e recém-nascidos sao
diferentes.

Como se detectou uma diferenga significativa entre as concentragdes dos grupos
de maes e recém-nascidos pelo método das observacoes pareadas, pode-se supor
que existem fatores externos que de fato estejam causando esta diferenca. Deve-se,
entao, tentar caracterizar quais sao os possiveis fatores que estejam atuando na
passagem de anticorpos maternos para o feto (considerando a barreira placentdria,
assumida para os pares a fim de usar o teste de observagoes pareadas), de tal forma
que, ao nascer, este apresente em média uma concentracao maior do que a da mae,
de quem herda os anticorpos. Pela regressao linear ja constatamos que a diferenca
ocorre em baixas concentragoes de anticorpos em maes.

De modo semelhante ao caso de teste de sinais, se acrescentarmos C,, = 8,8
U.I./ml em todas as concentracoes observadas entre as maes, o valor calculado
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para este novo conjunto alterado de dados é t = —1,30. Para nivel de significancia
a =0, 10, o valor de ¢t de “Student” critico com 38 graus de liberdade é ¢y 90(38) =
1,305 (entre os valores ty.90(30) = 1,310 e t9,90(40) = 1,303). Portanto, nao se
rejeita mais a hipdtese nula. O valor médio C,,, encontrado neste teste paramétrico
é ligeiramente maior do que o obtido no teste ndo-paramétrico (6,7 U.I./ml). Este
valor acrescentado ao grupo das maes, assim como o do teste de sinais, é escolhido
dentro da amostra, de forma que ocorra um par com concentragoes iguais e, com
este valor acrescido, a diferenca estatistica entre os pares observados dos dois grupos
deixa de existir.

Todos os testes ja estudados mostraram que ha diferenca significativa entre as
concentragoes de anticorpos nos grupos de maes e recém-nascidos. Vamos estu-
dar mais um teste paramétrico, o teste de andlise de varidncia (ANOVA). Este
teste fundamenta-se em uma separagao de variancias de todas as observagoes em
partes, cada uma medindo variabilidade atribuida para alguma fonte especifica,
como variagao interna das varias populacdes ou variagoes de uma populacao para
outra. Contudo, o teste refere-se a comparacao das médias entre varias populagoes,
assumindo que as varidncias destas populagoes sao iguais.

O teste de ANOVA compara o valor de F' (teste de Fisher), obtido da razao
entre as variancias consideradas, com o valor critico com nivel de significancia «,
designado F;_,. Se o valor de F' for maior que o valor correspondente critico F_,
entao rejeita-se a hipdtese da igualdade de médias entre as populagoes.

No caso de classificagdo com 2 populagoes (maes e recém-nascidos), o teste de
ANOVA é semelhante ao do teste de observagoes pareadas (teste paramétrico). No
entanto, este teste considera os valores absolutos observados, e nao a diferenca,
como no teste pareado, por exemplo. Portanto, faz-se o teste de ANOVA com
2 populacoes. Tabela 2 mostra a andlise de variancia. Para o = 0,05 nivel de
significAncia, os valores criticos sdo Fy g5(1,38) = 4,08 e Fp 95(38,38) = 1,51. Por-
tanto, ha diferenca entre as médias dos grupos de maes e recém-nascidos, pois
F(1,38) > Fj95(1,38). Da mesma forma hé diferenca entre os pares de observagcoes,
pois F(38, 38) > F0795(387 38)

Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F
Colunas 4.290,5 1 4.290,5 F(1,38) =10,23
Linhas 206.728,1 38 5.440,2 | F(38,38) = 12,97
Entre 15.938.4 38 419,4 -
Total 226.957,0 7 - -

Tabela 2. Analise de variancia com 2 populacoes.

Mostra-se a motivacao para aplicar a andlise de varidncia, mesmo que, para duas
populagdes, este teste fornece o mesmo resultado do teste ¢ de “Student”. Os resul-
tados anteriores mostraram que a diferenca era grande para baixas concentracoes de
anticorpos em maes, mas praticamente o mesmo para concentragoes elevadas. Va-
mos explorar este fato, realizando varios testes de ANOVA, e determinar o nivel de
concentracao materna em que a diferenca entre os pares deixa de existir. Para este
fim, considera-se que maes e recém-nascidos pertencam ao mesmo grupo, usando-
se, entdo ANOVA com uma tnica populacao. Esta classificacdo na mesma categora
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dos dois seres distintos fundamenta-se no fato de que, na hora do parto, o sangue
nas maes e recém-nascidos é separado apenas pela bareira plancentéria (motivacao
para se usar teste de observagdo pareada).

Tabela 3 mostra a analise de varidncia considerando todos os dados amostrais
em uma unica categoria. Para a = 0,05 nivel de significancia, o valor critico é
Fo,95(1,76) ~ 3,95 (entre os valores criticos Fpg5(1,60) = 4,00 ¢ Fp95(1,120) =
3,92). Portanto, ndo hé diferenga entre as médias dos grupos formados por maes
e recém-nascidos, pois F(1,76) < Fy95(1,76). Quando os grupos (méae e recém-
nascido) e pares (diferentes méaes e recém-nascidos) sdo agrupados, a diferenga que
existia entre os dois grupos deixa de existir.

Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F'
Colunas 4.290,5 1 4.290,5 | F(1,76) = 1,4644
Amostras 222.666,5 76 2.929,8 -
Total 226.957,0 7 - -

Tabela 3. Andlise de variancia com 1 populacao.

Vamos, entao, separar este grupo formado por maes e recém-nascidos em dois
sub-grupos: Grupo I e Grupo II. No Grupo I sao selecionados todos os dados
amostrais até um certo valor da concentragao de anticorpos da mae. Conseqilien-
temente, no Grupo II estao os demais dados, cujas concentragoes estdao acima do
valor considerado. A regressao linear forneceu um valor aproximado para deter-
minar a concentragao limiar em que ocorre a diferenca entre os grupos de maes e
recém-nascidos, que é 125 U.I./ml.

Na primeira simulagao de sub-grupagem, escolhe-se para a concentracao da mae
o valor 128,8 U.I./ml como o limite superior para pertencer ao Grupo I. Assim,
o Grupo I é formado pelos pares de observagoes cujas concentracoes de anticorpos
nas maes [M] situam-se entre os valores 0 e 128,8 U.I./ml, enquanto o Grupo II
é formado por maes com concentragoes de anticorpos entre 130, 8 e 229,5 U.I./ml.
O Grupo I tem 25 pares de amostras, enquanto o Grupo II tem 14 pares. Note
que 130,8 U.I./ml é o valor imediatamente superior na escala de observagio de
concentracao materna.

Faz-se o teste de ANOVA com 1 populagao, porém dividida em dois grupos.
Tabela 4 mostra a andlise de variancia para o Grupo I, e Tabela 5 mostra a anédlise
de variancia para o Grupo II. Para a = 0,10 nivel de significancia, os valores
criticos sao Fpgo(1,48) ~ 2,81 (entre os valores criticos Fpgo(1,40) = 2,84 e
Fo.00(1,60) = 2,79) e Fp90(1,26) ~ 2,90 (entre os valores criticos Fygo(1,24) =
2,93 e Fyo0(1,30) = 2,88). Nesta sub-grupagem, tem-se F'(1,48) < Fpgo(1,48)
e F(1,26) < Fpeo(1,26). Portanto, ndo hé diferenga significativa na média de
concentragoes de maes e recém-nascidos tanto no Grupo I quanto no Grupo II.

Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F
Colunas 4.751,31 1 4.751,31 | F(1,48) = 2,559
Amostras 89.120,63 48 1.856,68 -
Total 93.871,94 49 -

Tabela 4. Anélise de variancia do Grupo I: [M] entre 0 e 128,8 U.I./ml.
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Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F
Colunas 296,34 1 296,34 F(1,26) = 0,40
Amostras 19.078,78 26 733,8 -
Total 19.375,12 27

Tabela 5. Andlise de varidncia do Grupo IL: [M] entre 130,8 e 229,5 U.I./ml.

Como nao ha diferenca, entao deve-se proceder a uma nova sub-grupagem. Nesta
simulagao de sub-grupagem, o par observado de maior concentragao materna é
retirado do Grupo I e colocado no Grupo II. Assim, escolhe-se para a concentragao
da mae o valor 127,5 U.I./ml como o limite superior para pertencer ao Grupo I.
Note que 127,5 U.I./ml é o valor imediatamente inferior ao valor 128,8 U.I./ml
na escala de observacao de concentragao materna. Assim, o Grupo I é formado
pelos pares de observagoes cujas concentragoes de anticorpos nas maes [M] situam-
se entre os valores 0 e 127,5 U.I./ml, enquanto o Grupo II é formado por méaes com
concentracoes de anticorpos entre 128, 8 e 229,5 U.I./ml. O Grupo I tem 24 pares
de amostras, enquanto o Grupo II tem 15 pares.

Faz-se o teste de ANOVA com 1 populagao, porém dividida em dois novos gru-
pos. Tabela 6 mostra a andlise de varidncia para o Grupo I, e Tabela 7 mostra
a andlise de variancia para o Grupo II. Para a = 0,10 nivel de significancia, os
valores criticos sao Fp g0(1,46) =~ 2,82 (entre os valores criticos Fy g0(1,40) = 2,84
e Fy90(1,60) = 2,79) e Fpg0(1,28) ~ 2,89 (entre os valores criticos Fygo(1,24) =
2,93 e Fy90(1,30) = 2,88). Nesta nova sub-grupagem, tem-se F'(1,46) > Fp g9(1,46)
e F(1,28) < Fp90(1,28). Portanto, ha diferenga significativa na média de concen-
tragoes de maes e recém-nascidos no Grupo I, enquanto para o Grupo II aceita-se
a igualdade de médias (ndo hé diferenga estatistica).

Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F
Colunas 5.819,96 1 5.819,96 | F(1,46) =3,10
Amostras 86.295,51 46 1.875,99 -
Total 92.115,47 47 - -

Tabela 6. Anélise de variancia

do Grupo I: [M] entre 0 e 127,5 U.I./ml.

Soma de quadrados | Gr. de liber. | Variancia Razao F
Colunas 83,18 1 83,18 F(1,28) =0,09
Amostras 26.567,95 28 948,86 -
Total 26.651,13 29 - -

Tabela 7. Andlise de varidncia do Grupo II: [M] entre 128,8 e 229,5 U.I./ml.

O teste ANOVA permitiu determinar, estatisticamente, o valor da concentracao
em que a diferenca entre os grupos formados por maes e recém-nascidos ocorre.
Quando se divide os dois grupos em funcao do valor de concentragdo C* = 127,5
U.I./ml, o sub-grupo com concentragoes de maes menores que este valor apresenta
diferenca nas médias entre maes e recém-nascidos. Por isso, todo sub-grupo (Grupo
I) que formar, tendo como limite este valor C*, porém para valores méximos menores
que C*, tera valor de F' tanto maior quanto menor for o valor maximo considerado.
Em outras palavras, quanto menor for as concentragoes das maes, maior serd a
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diferenca entre as médias. Pode-se dizer que o fator externo que afeta a passagem
de anticorpos pela barreira placentaria nao influencia mais quando a concentragao
de anticorpos na mae estiver em torno de C* = 127,5 U.I./ml.

Levando em consideragao todos os resultados acima, pode se assumir que um
provavel fator externo bioldgico é a passagem ativa dos anticorpos pela barreira
placentdria. A passagem de anticorpos pela barreira placentaria é um fenémeno
bioldgico. Como tal, hé leis fisicas e quimicas que regulam esta passagem. A im-
portancia da andlise estatistica é detectar se ha diferenga na amostra, e em que
condicoes esta diferenca existe ou deixa de ocorrer. Baseado nos resultados es-
tatisticos, pode-se fazer algumas conjecturas. Uma delas é que o valor de saturagao
para a passagem ativa de anticorpos pela barreira placentaria situa-se em torno de
C* = 127,5 U.I./ml. Assim, biologicamente, conjectura-se que a passagem ativa
(com gasto energético) de anticorpos é um fenénemo fisico preponderante para
baixas concentragoes nas maes, até o valor de sua saturagao, sendo que acima deste
valor, predomina a passagem passiva (difusdo). Dessa forma, a passagem ativa
modifica ligeiramente as concentragdes no par mae e recém-nascido, aumentando
nos recém-nascidos para valores acima daqueles que seriam o esperado apenas pela
passagem passiva.

Este estudo estatistico feito a partir de 39 dados amostrais fornece uma base
tedrica para construir um modelo matematico para estudar a passagem passiva e
ativa de anticorpos pela barreira placentaria. Um possivel modelo matematico,
levando em consideracao difusao e reacao, pode considerar esta barreira como uma
membrana porosa e seletiva, e quantificar as concentragoes na mae e no récem-
nascido ao longo da gravidez. Uma possivel aplicagao seria a determinacao do
periodo favoravel para efetuar a imunizagao passiva do feto.

3.2. Estudo do decaimento do anticorpo materno

Analisou-se o processo de passagem de anticorpos maternos ao feto, em especial
com os dados coletados do par no momento do parto. Estes anticorpos tém a
finalidade de proteger o recém-nascido nos primeiros dias de sua vida, periodo em
que é incapaz de produzi-los, pela imaturidade do sistema imunolégico. Por isso,
a protecao é maximizada pela passagem ativa de anticorpos maternos para o feto
durante a gestacao, sendo que este processo ativo com gasto energético deixa de ser
notado para elevadas concentragoes de anticorpos em maes, quando ocorre grande
fluxo de anticorpos pela passagem passiva (difusiva). Entretanto, sendo proteinas
séricas, os anticorpos sao degradados, por isso conferem uma protecao passageira,
atuando durante um curto periodo de tempo. Assim, para finalizar o estudo da
passagem de anticorpos maternos ao feto, determina-se o periodo de tempo que
estes anticorpos maternos herdados pelo feto podem proteger o recém-nascido.

A questao relativa ao periodo de tempo que estes anticorpos podem aferir
protecao a crianga recém-nascida é estudada baseada em uma amostra de 244
criangas menores de 2 anos. Os dados sao resumidos na Tabela 8. Esta tabela
mostra, por exemplo, que as 8 criangas entre 0 e 1 més de idade apresentaram
anticorpos (maternos) contra o virus da rubéola.
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Primeiro, estes dados sao ajustados considerando-se a fungao dada pela equagao
(2.4). Mas, quando se aplica o logaritmo, esta funcdo, através das mudancas dadas
pela equagdo (2.5), torna-se linear, igual aquela dada pela equagdo (2.2). As-
sim, ajusta-se os dados observados transformados em logaritmo, de acordo com
In[C(a)+ 1], pelo método de regressdo linear. Figura 3 mostra este ajuste, com
os pardmetros ajustados sendo kg = 1,76 £ 0,10 In (U.I./ml) e ky = —0,42 £ 0,01

meses™ L.

Idade | Total | Positivos | Proporcao | Intervalo de Confianca
0-1 8 8 1 0,63-1
1-2 8 7 0,875 0,47-1
2-3 11 7 0,636 0,31-0,89
3-4 11 6 0,545 0,23-0,83
4-5 11 5 0,455 0,16-0,75
5-6 13 2 0,154 0-0,38
6-7 15 1 0,067 0-0,19
7-8 26 2 0,077 0-0,17
8-9 22 0 0 0-0,15

9-10 14 0 0 0-0,23

10-11 23 0 0 0-0,15

11-12 23 2 0,087 0-0,20

12-24 59 3 0,051 0-0,11

Tabela 8. Soroprevaléncia da rubéola em criangas menores de 2 anos, estratificada
por faixa etaria, em um total de 244 criangas, em Caieiras, 1990.

Figura 4 mostra o ajuste da Figura 3 tomando-se os anti-logaritmos. Os parame-
tros ajustados sdo transformados (inversamente) de acordo com a equagdo (2.5), ou
seja, Cg = e e K = —k;, retomando, assim, a funcio exponencial dada pela
equacdo (2.4). Deste ajuste, obtém-se a meia vida a;/, = 1,64 meses e a idade de
decaimento total de anticorpos maternos ar = 6,03 meses, calculadas, respectiva-
mente, pelas equagoes (2.7) e (2.8).

Contudo, os dados da Tabela 8 podem ser ajustados usando a equagao (2.9), pelo
método de méxima verossimilhanga, dada pela equagao (2.10). Figura 5 mostra este
ajuste, com os parametros ajustados sendo ¢y = —0,46 + 0,10, ¢; = 1,06 + 0,41
meses™ !, ¢ = —0,04 + 0,08 meses™2 e cg = 0,001 & 0,003 meses™>. A curva
ajustada é semelhante a da Figura 4, pois os dois ultimos parametros podem ser
considerados nulos, devido aos erros serem maiores que os valores dos parametros.
Deste ajuste, obtém-se a meia vida a; , = 1,25 meses (da curva) e a idade de decai-
mento total de anticorpos maternos ar = 3,45 meses, calculadas, respectivamente,
pelas equagbes (2.7) e (2.8).

Os dois ajustes dos dados de soroprevaléncia em criangas menores de 2 anos
mostraram dois aspectos. Primeiro, o decaimento de anticorpos maternos segue um
padrao exponencial, isto é, a queda é proporcional a concentracao, cuja constante
de proporcionalidade nao se altera com a idade. Por isso, a curva logistica, que
considerou heterogeneidade, quando ajustada aos dados, resultou em uma fungao
exponencial (coeficientes co e cg nulos). Segundo, a perda de anticorpos maternos
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Figura 3: Ajuste por minimos quadrados do logaritmo da concentragao de IgG,
In([IgG]), anti-rubéola em criangas em fun¢ao de idade (em meses). A marca x
refere-se aos dados observados.
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Figura 4: Concentracao de IgG anti-rubéola em criangas [IgG] em fungdo de idade
(em meses). A marca x refere-se aos dados observados.
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ocorre por volta de 6 meses e, assim, quando baseado nestes dados, percebe-se que
a comunidade estudada pode e deve ser vacinada contra a rubéola em torno de 6
meses.
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Figura 5: Ajuste por maxima verossimilhanga da concentragao de IgG anti-rubéola
em criangas [[gG] em fungdo de idade (em meses). A marca x refere-se aos dados
observados.

Mas, como a presenca de anticorpos maternos pode afetar na real estimulagao
do sistema imunoldgico da crianca pela introducao de virus atenuado, seja pela ima-
turidade, seja pelos anticorpos maternos que imediatamente ligam-se aos antigenos,
falta estudar a soroconversao vacinal para que a vacinagao aos 6 meses de idade seja
eficiente e plenamente justificavel.

Portanto, para determinar a questao da idade minima para vacinacao em criancas
contra a rubéola, faz-se estudo da soroconversao vacinal. Os dados de soroconversao
vacinal estao resumidos na Tabela 9. Esta tabela mostra que, por exemplo, as 7
criangas vacinadas contra o virus da rubéola entre 0 e 1 més de idade nao apresen-
taram soroconversao, ou seja, a vacina nao teve eficicia entre elas. A medida que a
idade aumenta, aumentou-se criancas que soroconverteram apds receberem a vacina
contra a rubéola, sendo que acima de 6 meses quase todas as criangas responderam
positivamente a vacinacao, soroconvertendo-se.

Os dados da Tabela 9 sdo ajustados usando a equagao (2.9), pelo método de
méxima verossimilhanca, dada pela equagdo (2.10). Figura 6, uma curva sigmdide,
mostra este ajuste, com os parametros ajustados sendo ¢y = 3,46, ¢; = —1,23
meses™!, ¢ = 0,07 meses™2 e c3 = —0,01 meses 3. Desta figura observa-se que
50% das criangas soroconverteram em até 3,53 meses, 93, 1% soroconverteram em
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até 9 meses e 95, 3%, em até os 15 meses.

Idade | Total | Soroconversao | Proporgao
0-1 7 0 0
1-2 7 2 0,43
2-3 7 3 0,5
3-4 9 3 0,33
4-5 7 3 0,62
5-6 9 7 0,82
6-7 13 13 1
7-8 22 19 0,91
8-9 21 21 1
9-10 8 7 0,89

10-11 20 20 1

11-12 17 17 1

12-24 49 49 1

Tabela 9. Soroconversao pds-vacinal contra rubéola em criangas menores de 2 anos,
estratificada por faixas etarias, em um total de 196 criangas, em Caieiras, 1991.
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Figura 6: Ajuste por médxima verossimilhanca de soroconversiao pds-vacinal C(a)
em fungdo de idade (em meses). A marca X refere-se aos dados observados.

A curva de soroconversao foi ajustada por uma funcao logistica. Diferentemente
da curva de decaimento de anticorpos maternos, observa-se uma dependéncia com
outros fatores que desvia de um comportamento Poissonico (distribuigdo exponen-
cial). O decaimento de anticorpos maternos é um processo biolégico em que uma
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dada concentragao de imunoglobulinas herdados decai pela degradagao, que ocorre
proporcionalmente & sua concentracao. No entanto, a soroconversao nao é um
fenomeno linear, mas o resultante da interacdo do bindémio anticorpo materno e
estimulacao antigénica do sistema imunolégico. Por isso, a curva de soroconversao
foge do padrao exponencial e segue uma forma sigméide.

A presenca de anticorpos maternos protege o recém-nascido, pois este ndao apre-
senta ainda o sistema imunolégico ja amadurecido. No entanto, a presenga de anti-
corpos maternos pode, também, prejudicar o estimulo do sistema imunolégico para
producao de anticorpos pela crianga. Por isso, a relagao entre periodo de decaimento
e a idade de soroconversao vacinal deve ser tomada com todo o cuidado. Baseado
neste estudo, a vacinagao aos 9 meses de idade, atualmente praticada, é bastante
razoavel, pois nesta idade a maioria das criancas perderam o anticorpo materno e
quase todas elas soroconverteram pela vacina. Porém, os resultados mostram que
esta idade pode ser abaxada. Mas, para propor este novo esquema de vacinagao (6
meses), novos estudos epidemiolégicos devem ser feitos para dar mais peso a esta
nova pratica.

4. Discussao

Em nosso estudo, o resultado da soronegatividade ao rubivirus encontrada nas 39
parturientes foi de 5,1%. Os trabalhos de soronegatividade ao rubivirus mostram
variabilidade dos resultados nas mulheres em idade fértil, cujo risco médio estimado
¢ de 20% em adquirir a rubéola [15] [16] [20] [23].

Em 1964, Sever et al. [65] realizaram um estudo soroepidemiolégico multicéntrico
anti-rubivirus em 12 hospitais universitarios nos EUA (era pré-vacinal). O resul-
tado da soronegatividade encontrada em 600 amostras de soro de mulheres gravidas
foi de 17,5%. A faixa de variacdo da soronegatividade foi de 30% em New Orleans
a 8% em Mineapolis, sendo que 25,2% das mulheres soronegativas encontravam-se
na faixa de 14 a 19 anos. Cockburn [20], segundo estudo realizado em 40 paises,
encontrou, nas ilhas Jamaica, Trindade, Havai e Tailandia, a soropositividade entre
34 a 57% para a faixa etéria entre 23 e 29 anos. Gil [33] investigou, em 1983 pelo
método da inibi¢ao da hemaglutinagdo (I.H.), um total de 1.600 alunas escolares
cubanas da rede publica, cuja faixa etaria compreendia garotas de 12 a 14 anos, e
encontrou 36% de soronegatividade.

Noah et al. [54], em um estudo prospectivo de sorovigilancia contra o virus
da rubéola em mulheres na faixa de 15 — 44 anos em 1988, encontraram, em uma
amostra de 1.031.115 soros de mulheres grévidas, 21,8% de soronegatividade. A
faixa etdria das mulheres grdvidas que apresentou a menor suscetibilidade (3,1%)
ficou entre 25 — 29 anos, devendo estas baixas taxas a implementacao de vacinas
no periodo pés-natal para as mulheres que nao tinham sido vacinadas no periodo
escolar. Durante o periodo de estudo foram, também, realizados testes sorolégicos
AVR em 237.974 soros de mulheres nio gravidas, que iriam se submeter & vacinagao,
encontrando-se 18, 1% de suscetibilidade.

A preocupacao com o aumento do nimero de mulheres soronegativas e, como
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conseqiiéncia, um incremento na possibilidade do nascimento de criangas com a
SRC, fez com que muitos autores alertassem para a necessidade de um rastreamento
sorolégico das adolescentes no pré-natal, a despeito de terem tido rubéola ou terem
sido vacinadas, bem como o seguimento de mulheres com titulos baixos durante
toda a gestacao [36] [46] [74].

Em estudo semelhante ao nosso, Massoud [45], em 1991 na Arébia Saudita,
estudou 182 amostras do sangue da mae e do recém-nascido contra o rubivirus,
pelo método ELISA; encontrou 15,4% de soronegatividade ao IgG. O autor faz
referéncias a outros trabalhos realizados em seu pais, cuja faixa de soronegatividade
em mulheres variou de 4,2 a 29%. Nakao [53], utilizando-se do método da inibi¢ao
da hemaglutinacao em 1993, encontrou, na cidade de Bauru, Sao Paulo, durante o
ano de 1987, média de 9,7% (7,4 a 12%) de soronegatividade entre 689 gestantes
estudadas, sendo que 84, 8% das mulheres suscetiveis encontravam-se entre 15 — 29
anos, a mesma faixa das mulheres suscetiveis que nds encontramos.

Os baixos valores de soronegatividade encontrados nas parturientes da amostra
estudada talvez possam indicar uma alta circulagdo do virus selvagem na comu-
nidade, onde os casos de rubéola apareceriam em faixas etdrias mais jovens. A
imunidade apds a rubéola é duradoura, e se tem demostrado a persisténcia de an-
ticorpos, em periodo acima de trinta anos, produzidos pela doenga. Azevedo Neto
et al. [6] determinaram, na comunidade em estudo, a idade média de aquisi¢ido da
rubéola, que se situa em torno de 7 anos e 4 meses, cujo valor estd de acordo com
os trabalhos epidemiolégicos em populagoes nao vacinadas.

Atualmente, é consenso que a aquisicao da imunidade passiva do feto é mediada
no utero pela placenta, que transporta IgG da mae para o feto. Os estudos do
intercambio materno—fetal em relagao aos anticorpos especificos sao escassos na
literatura médica, principalmente em relacao a rubéola, ocorrendo maior niimero
de publicagbes com outras doengas como o sarampo e malaria [10] [21] [26] [38] [42]
[61]. Portanto, os dados obtidos e analisados aqui sdo de grande importancia.

O nosso estudo, em uma amostra de IgG-AVR em 39 pares M-RN, mostra que
existe uma diferenga estatistica entre as concentragoes da mae e do recém-nascido,
havendo uma maior concentragao neste dltimo. Sugere-se, assim, a existéncia de
um transporte ativo pela placenta de IgG contra o virus da rubéola. Pelo método
da andlise de variancia univariada com um fator, determinamos que o valor critico
méximo para ocorrer transporte ativo situa-se em torno de 128 U.I./ml, sendo que,
abaixo deste valor, haveria um incremento nos recém-nascidos devido ao transporte
ativo. Entretanto, acima daquele valor, o transporte ativo nao afetaria na con-
centrag ao entre recém-nascidos, pois o fluxo pelo transporte passivo seria grande,
como evidenciado pela auséncia de diferenca estatistica nas concentracoes entre
pares M—RN. Neste sentido, Gitlin [31], em 1974, estabeleceu que, quando os niveis
maternos de imunoglobulinas totais (Ig) ndo-especificas para a rubéola aumentassem
até cerca de 200 mg%, haveria um rdpido incremento no seu transporte transpla-
centdrio; quando aumentassem até 800 mg%, decresceriam os valores transportados
e, quando as cifras aumentassem acima de 800 mg%, os niveis de Ig eram propor-
cionais aos niveis maternos.

Martelli e Stangalini [43], em um estudo sorolégico de AVR em 1971, pelo método
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da imunodifusao simples radial, encontraram maiores titulos de concentragoes de
anticorpos no sangue do cordao que no sangue materno. Sato et al. [63] estudaram
28 amostras de pares M-RN em 1979, encontrando titulos de anticorpos ao virus
do sarampo, caxumba e rubedla maiores no sangue do cordao do recém-nascido que
na mae, sendo que a propor¢ao média no sangue do cordao do RN—M para rubedla
era de 1,24+ 1,0.

A correlagao negativa significativa existente em nossa amostragem, de 39 pares
M-RN, entre a IgG corddo—mae para o IgG materno (y = 209,47 — 77,72z, com
intercepto em x = 2,70) mostra que, para as taxas elevadas de IgG materno, a
taxa de IgG do corddo—mae é inferior as das maes, apontando para a validade da
hipdtese de Brambell sobre a passagem de IgG. A hipdtese postula que os nimeros
de receptores placentarios para IgG sao os limitantes para a transferéncia pela
placenta [14]. Michaux [49], estudando uma amostra de pares RN-M da populagao
de maes suigas em 1966, encontrou concentragoes médias de IgG total mais baixas
(10,67+£0, 28 mg/ml) no sangue destas do que nas maes negras bantus (19, 86+0, 41
mg/ml). Os niveis séricos no sangue do corddo dos recém-nascidos mostraram-se
mais elevados nas maes suigas.

E consenso da literatura que ha na placenta receptores especificos para diversas
proteinas transportadas, e a transferéncia de proteinas faz-se de maneira altamente
seletiva, requerendo uma certa disponibilidade de receptores placentarios, estando
mais relacionada com a configuracdo molecular do que com o tamanho molecular.
A regiao Fc da molécula de IgG é o elemento funcional de reconhecimento especifico
neste processo [11] [13] [29] [30] [42]. A IgG encontrada no cordao do recém-nascido
é praticamente, na sua totalidade, de origem materna, embora haja pequenos tragos
enddgenos de sintese de IgG. A IgG pode ser identificada como materna pela estru-
tura antigénica e auséncia de marcadores alotipicos paternos (tipo Gm).

A transferéncia seletiva de IgG da circulacdo materna para o feto tem sido
demonstrada “in vivo”, usando proteinas marcadas com radioisétopos [27]; “in vi-
tro”, usando perfusdo da placenta [56] e niveis de Ig no sangue do cordao [28].
Embora exista uma boa passagem seletiva pela placenta de anticorpos maternos do
rubivirus (IgG1 e IgG3) para o recém-nascido, principalmente no ltimo trimestre
da gravidez, o seu rapido decréscimo durante o primeiro més de vida, os mecanis-
mos de como se processa esta passagem e a relagdo quantitativa da IgG entre mae
e recém-nascido séo assuntos complexos e controvertidos [11] [40] [62].

Gitlin [29], em 1971, refere-se & existéncia de dois mecanismos que medeiam a
passagem transplacentaria de IgG. O primeiro mecanismo é de ordem cinética, ou
seja, a simples transferéncia passiva na qual o nivel fetal é proporcional as concen-
tragoes de IgG materna. O segundo mecanismo esta relacionado com um processo
ativo enzimatico no qual a IgG é transferida, ativamente, da mae para o feto, que,
direta ou indiretamente, pode ser inibido pelas altas concentracoes de IgG no soro
materno. Para baixas concentragoes maternas, o sistema é ativado e, proporcional-
mente, mais IgG é transferida da mae para o feto. No caso inverso, haveria uma
inibigao do processo com conseqiiente decréscimo da passagem de IgG.

Barr et al. [8], em 1949, encontraram titulos séricos mais elevados de antito-
xina diftérica no corddao umbilical de recém-nascido que no soro materno. Wiener
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[70], em 1951 estudando titulos séricos de recém-nascido com eritroblastose fetal,
encontrou valores proximos aos titulos maternos de anticorpos anti-Rh de maes sen-
sibilizadas. Kohler et al. [40], em 1966, encontraram titulos em média 1,2 vezes
maior de IgG no sangue do corddao que na mae, apontando, assim, para um trans-
porte ativo transplacentdrio. Toivanen et al. [68], em 1968, encontraram titulos
de anticorpos no soro de cordao de recém-nascidos significativamente mais elevados
(ocasionalmente de quatro a oito vezes) que nos titulos maternos em seis dos nove
virus estudados. Os anticorpos que tiveram um aumento nas concentragoes dos
recém-nascidos incluiram sarampo, influenza A, adenovirus, influenza 1 e 2 e her-
pesvirus. O anticorpo contra a rubéola néo fez parte deste estudo. Logie [42], em
um estudo realizado em trés paises da Africa em 1973, encontrou resultados semel-
hantes, reforcando a hipdtese do transporte ativo proposto por ele e por Gitlin
[29].

Black et al. [10], em 1986 em um estudo multicéntrico envolvendo cinco comu-
nidades, Africa do Sul e New Haven — EUA (nestes dois locais, os nascidos antes e
no ano de 1957 e nascidos apds 1958), india e Taiwan, sobre a variagdo geografica
da perda de anticorpos maternos anti-sarampo e a prevaléncia de anticorpos anti-
rubéola, demonstraram que os titulos de anticorpos anti-sarampo nos pares M-RN
apresentaram uma diferenca dos titulos maternos em relagao ao cordao de 0,26 a
0,74 vezes a favor da concentracao do recém-nascido nas quatro primeiras comu-
nidades, enquanto em Taiwan houve uma diferenca negativa de 0,52. Atribuiram
esta diferenga devido a um eficiente transporte de IgG. Nao foi estudada nestes
pares a correlagdo de [gG—-AVR entre mae e recém-nascido.

Gendrel et al. [26], em 1988, encontraram resultados semelhantes em amostras
pareadas M-RN de IgG anti-sarampo em trés tipos diferentes de populagoes: maes
parisienses, maes africanas do Gabao e maes deste pais que residiam em Paris.
Encontraram uma correlagao negativa significativa entre a relagdo IgG cordao—mae
versus IgG materna nas maes africanas (y = 40,2 — 20, 5z, com intercepto em x =
1,96) como nas maes parisienses (y = 14,2—3, 6, com intercepto em z = 3,94). Os
valores médios de IgG no sangue do cordao dos recém-nascidos das maes parisienses
eram 1,34 vezes maiores que nas das maes africanas, lancando a hipétese de que
esta diferenca se deve ao elevado estimulo antigénico a que estdo submetidas as
maes africanas. Por viverem em &rea de alta endemicidade para doencgas infecto—
contagiosas, como a malaria, as maes africanas tém os seus receptores placentarios
ocupados por outros antigenos, o que poderia diminuir a passagem dos anticorpos
anti-sarampo para o recém-nascido. Os autores acreditam que se trata de um
fenomeno relacionado as caracteristicas do meio-ambiente e nao étnico, pois as maes
do Gabao que residem em Paris tém o mesmo comportamento sorolégico que as maes
parisienses.

Apesar de nao termos encontrado dados na literatura quanto a passagem transpla-
centaria de anticorpos contra a rubéola nos ultimos 25 anos, os estudos realizados
com outros tipos de virus reforgam nossos resultados observados, fortalecendo a
hipétese da existéncia de um mecanismo ativo de transporte de anticorpos entre a
M-RN, pelo menos no que se refere a populagao estudada.

A meia vida da concentragao sérica IgG-AVR foi estabelecida, levando-se em
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consideragao as distribuicoes etdrias mensais, calculando-se a idade decimal de cada
crianga em fungdo do dia da coleta do material. O decaimento de anticorpos AVR
pelo método da regressao linear (dados transformados por logaritmo) estimou uma
meia vida de 1,64 meses (49 dias), o que determinou o desaparecimento prati-
camente total dos anticorpos em torno dos 6,03 (181 dias) meses. Pelo ajuste
de méxima verossimilhanga (dados transformados em fragoes menores que um),
demonstrou-se uma meia vida de 1,25 meses (37,5 dias), e correspondente desa-
parecimento quase total aos 3,45 meses (103 dias).

As curvas observadas por ambos os métodos mostram uma queda dréstica dos
AVR nos primeiros meses, seguida de um decaimento mensal, conseqiiente a perda
dos anticorpos recebidos de maes que haviam tido contato com o virus da rubéola.
Estes dados permitem concluir que o desaparecimento dos AVR, pelo método imu-
noenzimatico, esteja situado entre 4 e 6 meses, idade a partir da qual poderiamos
aplicar a vacina contra a rubéola, o que nao conflita com os dados da literatura
[4] [55]. Por motivo de maior seguranga, o melhor momento seria o valor supe-
rior deste intervalo, 6 meses, o que possibilitaria uma imunizagao quase total das
criancas. Os dados de soroconversao mostram que a partir do 6° més ocorrem soro-
conversao vacinal na quase totalidade das criancas. Informagoes precisas de como
ocorre o declinio pés-natal dos AVR s@o importantes, pois os anticorpos maternos
na infancia promovem protecao contra as infecées que, por sua vez, podem afetar a
eficacia da vacinagao, especialmente aquelas referentes as vacinas de virus vivos e ser
um fator na patogénese de certas infegoes virais, segundo as publicagoes disponiveis
na literatura [2] [4] [11] [10] [19] [69].

O desaparecimento da imunidade é reflexo do catabolismo de IgG, estando a
vida média (valor superior que a meia vida, usada neste trabalho) influenciada por
diferentes fatores como a nutricdo materna, niveis séricos iniciais da concentragao
IgG materna, nimeros de receptores placentarios livres, idade gestacional do recém-
nascido, peso ao nascimento, renda per capita, diferencas geogréficas e fatores do
meio ambiente [10] [13] [14] [19] [26] [42]. Embora muitos estudos da cinética do
catabolismo de anticorpos tenham sido realizados em adultos, é sabido que a vida
média dos anticorpos em criangas normais é de 20 — 40 dias, enquanto criancas
portadoras de agamaglobulinemia, que receberam, passivamente, gamaglobulina,
tiveram uma vida média de 50 — 60 dias [19] [70].

Enders-Ruckle [24], em 1985 utilizando-se da I.H., encontrou um decréscimo de
anticorpo AVR de origem materna durante o primeiro ano, caindo de 90% na idade
de 0 a 2 meses para 16% na de 9 a 11 meses. Em 1989, Hossain [37] realizou um
estudo soroepidemiolégico contra o virus da rubéola na Arabia Saudita, através
de método ELISA, em uma populagao estratificada por idade de 0 a 35 anos, e
encontrou 100% de soropositividade nas criancas de 0 a 6 meses, seguido por uma
queda de 39, 3% no perfodo de 7—12 meses, demonstrando a perda gradual de AVR,
sendo que as mais baixas concentragoes foram obtidas na faixa de 13 — 18 meses.
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5. Conclusao

Os estudos estatisticos e os valores estimados da amostra de sangue coletada no
Brasil permitem concluir que:

1. Ha uma diferenca significativa entre as concentracoes de anticorpos antivirus
da rubéola entre as maes e os recém-nascidos. Este achado corrobora com
a existéncia de um transporte ativo transplacentario, que favoreceria uma
concentracao de anticorpos proporcionalmente maior nos recém-nascidos de
maes com titulo de anticorpos abaixo do nivel critico, que se situa entre os
valores 127,5 e 128,8 U.I./ml.

2. Mais de 90% das criancas, no nascimento, possuem anticorpos anti-rubivirus.
Entretanto, observa-se um decaimento rapido da concentracao de anticorpos
maternos logo nos primeiros meses de vida. Considerando, também, a sorocon-
versao vacinal, conjectura-se que a vacina contra a rubéola pode ser aplicada
em criangas na idade de 6 meses.

3. Novos estudos devem ser realizados para podermos responder questoes praticas
sobre a prevengao por vacina em mulheres gravidas a fim de reduzir as sérias
infecbes neonatais.

Abstract. Rubella is a very important public health problem in Brazil. Serological
surveys are the unique available information for the development of immunization
programs. In order to establish the serological anti-rubivirus profile, the age depen-
dent seroconversion rates and the relationship between the antibodies concentration
of the pair mother [M] and newborn [RN], a prospective study, were carried out in
Caieiras, a small town in the outskirts of Sao Paulo City, Brazil, from November 18,
1990 to January 18, 1991. A quantitative ELISA was used to determine the anti-
bodies concentration against the rubivirus in 244 children comprised on 0 — 2 years
of age, as well as in 39 pairs M and RN. The seroconversion study was done with
196 children from the sample. More than 90% of children in this community born
with antibodies against rubivirus, with a fast decaying in the first semester of life
(complete decaying from 3.45 to 6.03 months). Age dependent maternal antibody
decaying study was done by fitting data using maximum likelihood method. The
vaccine seroconversion was found to be 50% at 3.53 months and 93.1% at 9 months
of age, which is greater than 80% from the fifth month onwards. The M and RN
pairs were analyzed by simple linear regression, non-parametric sign test, one and
two way analysis of variance and analysis in pairs. With respect to the analysis
of the pairs M and RN, linear regression showed the relation [RN] = 1.084 x [M]
and the signs test indicated a significant difference between pairs. The analysis of
variance showed that a critical maximum concentration for M, [M], is located on
the range 127.5 < [M] < 128.8 I.U./ml. The observation of a significant difference
between pairs M and RN suggests an active antibody transplacental transport when
[M] is below 127.5 I.U./ml.
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Resumo. O estudo e a compreensdo do sistema imunolégico foram fortemente im-
pulsionados nas duas tltimas décadas como parte essencial do esfor¢o de pesquisa
sobre a AIDS. O conhecimento resultante, todavia, deverd ter um impacto muito
mais abrangente, em particular e de modo especial, no aperfeicoamento das es-
tratégias de tratamento e prevengdo das doencas infecciosas classicamente estu-
dadas pela epidemiologia. Uma pergunta é naturalmente posta: pode a matematica
colaborar de alguma forma para este avango? As pesquisas em imunologia poderao
tirar muitas vantagens desta interagdo com a matemaética, ainda que a matematica
nao possa resolver diretamente todos os problemas da imunologia. Modelos e simu-
lagbes de aspectos e comportamentos particulares do sistema imunolégico poderao
reduzir a grande quantidade de experimentos terapéuticos e darem suporte para
o progresso da imunologia tedrica. Assim, este trabalho tem por objetivo pro-
mover uma ampla discussdo acerca da contribui¢do da matemédtica para o avango
da imunologia, através da elaboracao de uma sintese dos modelos matematicos
descritos na literatura, acompanhada de uma andlise de aspectos matematicos e
fisiol6gicos de cada um deles, e um modelo simples que propomos neste sentido.

1. Introducao

A Imunologia é definida, no dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa, como espe-
cialidade biomédica que estuda o conjunto dos mecanismos de defesa do organismo
contra antigenos (qualquer substancia capaz de induzir uma resposta imunolégica).
Além de estudar a natureza e a prevencao de doencas, esta modalidade biomédica
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também busca tratar o cancer e outras doengas que resultam da falha ou mau
funcionamento da resposta imunolégica (RI), as imunopatologias.

O conjunto das células e substancias responsaveis pela defesa do organismo, bem
como suas respectivas agoes, é denominado sistema imunoldgico (SI). O sistema
imunoloégico dos seres mais complexos, onde estd incluida a classe dos mamiferos,
caracteriza-se por ser um sistema especializado, descentralizado e inteligente. A
especializagao diz respeito ao fato de que durante toda a nossa existéncia somos
submetidos a invasao dos mais diversos tipos de patdgenos, cada um deles com
sua forma especifica de invasao, despistamento e reproducao. Além dos ataques
externos, nosso organismo esta constantemente produzindo células cancerigenas, as
quais também devem ser eliminadas. O SI humano deve ser capaz de debelar todas
essas agoes, possuindo elementos e agoes adequadas para responder diferentes tipos
de agressoes. Outra caracteristica é ser um sistema de acao descentralizado. Na
RI nao se observa a acao de um gerenciador central que determina as suas varias
etapas, ou seja, ela se encontra efetivada em diversos pontos do organismo, como nos
orgaos linfaticos periféricos estrategicamente alocados nas varias portas de entrada
utilizadas pelos invasores, onde cada um promovendo uma resposta imunolégica
completa consegue uma resposta rapida a invasao. Muitas vezes, a diferenca entre
a sobrevivéncia e a morte encontra-se na rapidez com que um invasor é debelado. A
memoria imunoldgica permite que o SI responda com maior rapidez a um invasor,
uma vez que ja se tenha tido contato com o mesmo. Essa peculiaridade baseia-se
no fato de que, uma vez devidamente exposto a um dado patégeno, o SI tem a
capacidade de guardar entre seus milhares de linfécitos (divididos em dois grupos,
células B, produzidas na medula dssea, e T, produzidas no timo) alguma adaptacao
direcionada aquele invasor. Temos entao o que se convencionou denominar sistema,
inteligente.

Um outro aspecto relevante da RI diz respeito as doengas conhecidas como auto-
imunes, ou seja, doengas onde o SI responde a antigenos do préprio organismo. Sus-
cintamente, o auto-reconhecimento nao é geneticamente determinado, mas resulta
de um aprendizado das células do SI durante o estdgio embrionario do organismo.
Influéncias genéticas e/ou gatilhos ambientais podem quebrar a regra imunoldgica
usual, e entao as células B e T passam a responder contra antigenos do préprio
corpo. Temos uma série de doengas com esta caracteristica: anemia hemolitica
(anticorpos atacam as células vermelhas do sangue), miastenia grave (anticorpos
atacam uma proteina vital para que as células musculares recebam sinais dos ner-
vos), diabetes dependente de insulina (as células T destroem a insulina produzida
pelo pancreas) e esclerose multipla (as células T atacam o isolamento das fibras
nervosas no cérebro e na medula dorsal). Na maioria das vezes, os tratamentos de
doencas auto-imunes fazem uso de drogas imunodepressoras. O problema de tal
tratamento é que ele suprime também a resposta imunolégica desejada (por exem-
plo, contra patégenos), causando ao paciente uma série de infecgbes oportunistas
que podem mesmo leva-lo a morte.

No caso do céancer, o ataque do SI a células do préprio corpo pode ter um efeito
benéfico. Uma teoria controversa, enunciada por Lewis Thomas, pleiteava que o
dever primario do constante patrulhamento dos linfécitos seria eliminar células pré-
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cancerosas. E preciso lembrar que canceres droga-associados resultam de outros
mecanismos que nao a imunossupressao. Contudo, em experimentos com ratos foi
notado que embora canceres provocados por viroses ou substancias cancerigenas
provoquem forte resposta imunoldgica, canceres espontaneos provocam pouca ou
nenhuma resposta imunolégica.

Outro caso diverso, em que a acao do sistema imunolégico é essencial, diz res-
peito a rejeicdo aos transplantes. Nesse caso, o SI, ao reconhecer um tecido e/ou
orgao estranho, desencadeia uma série de reagoes, que muitas vezes resulta em um
mau desfecho da intervencao. Neste caso temos também o uso de drogas imunode-
pressoras com seus efeitos colaterais.

A composicao e o funcionamento do sistema imunolégico envolvem grande com-
plexidade e sofisticagao, integrando continuamente vérios tipos de células com um
objetivo especifico e comum. O sistema imunoldgico é dividido em dois sistemas
principais: o primeiro é o sistema imunoldgico inato — inato no sentido de que
o corpo nasce com a habilidade de reconhecer certos micrébios imediatamente e
destrui-los —, e o segundo é o sistema imunolégico adaptativo, no qual os anticor-
pos ocupam um papel fundamental. Nosso sistema imunoldgico inato pode destruir
muitos patdgenos no primeiro encontro, porém a imunidade inata nao pode proteger
contra todas as infecgoes. Aqueles micrébios que se desenvolvem muito rapidamente
nao podem ser combatidas unicamente pelas defesas inatas do organismo, as quais,
comparativamente, desenvolvem-se lentamente. O sistema imunoldgico adaptativo
habilita o organismo a reconhecer e a responder contra qualquer tipo de micrébio,
mesmo que nunca tenha tido contato prévio. Este sistema compreende dois tipos de
respostas: uma, dita imunidade humoral e a outra, imunidade celular. A primeira
ocorre através da agao de anticorpos, os quais sao produzidos por linfécitos deno-
minados células B, as quais s@o formadas na medula déssea (bone marrow) e é par-
ticularmente importante no combate a patdgenos circulantes na corrente sangiiinea.
A segunda envolve linfécitos que se originam no timo e por isso sao chamados de
células T. Estas sao divididas em dois tipos, as células T-CD4 e T-CDS8, estas
ultimas sendo chamadas de células T citotéxicas por destruirem células infectadas.
As células T citotdxicas sao fundamentais para combater infecgoes virais.

Vemos que, desde a sua formagao, constituigdo e especializagao, até a sua
maneira de atuar, o SI possui diferentes peculiaridades e muitas delas passiveis de
serem modeladas matematicamente. O estudo de modelos matematicos que procu-
ram explicar algum aspecto do funcionamento do SI, ou ressaltar algum compor-
tamento, o qual pode nao ser observado claramente em experimentos, pode trazer
grande beneficio a propria imunologia. Além disso, tal estudo pode ser interessante
quando pensamos na sua influéncia em outros ramos da ciéncia médica, como por
exemplo, a Epidemiologia (que estuda os diferentes fatores que intervém na difusao
e propagacao de doengas, sua freqiiéncia, seu modo de distribuicao, sua evolucao e
a colocacdo dos meios necessarios para a sua prevengao).

Com o intuito de contribuir na investigacao deste complexo sistema e das pos-
sibilidades de sua compreensao através da modelagem, apresentaremos uma in-
trodugao biolégica da composicao do sistema imunolégico a fim de facilitar sua com-
preensao. Em seguida, apresentamos uma breve revisao de modelos matematicos
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encontrados na literatura que tratam do estudo do sistema imunolégico, em espe-
cial, adaptativo. Posteriormente, apresentamos e discutimos um modelo que trata
a resposta imunolégica mediada por células, apresentando a dinamica de produgao
de anticorpos mediante a presenga de um determinado antigeno. Finalmente, apre-
sentamos algumas conclusoes.

2. Biologia do sistema imunolégico

A resposta imunolégica se divide em dois tipos: a resposta inata e a adaptativa.

A resposta imunoldgica inata (RII) é basicamente efetivada pelos fagdcitos e
pelo sistema de complementos, que é uma classe de proteinas constituindo em um
importante componente desta resposta. Seu nome vem da habilidade que possui
em assistir ou complementar a atividade dos anticorpos no combate as infecgoes.
A atividade dos complementos pode se dar de trés maneiras: (a) um tipo de com-
plemento, chamado C3, pode-se ligar a quaisquer proteinas, tais como aquelas das
bactérias. Ocorrendo isto, a molécula C3 estimula outras moléculas de complemen-
tos para se ligarem & bactéria e destrui-la; (b) algumas bactérias sdo protegidas
por uma capsula de agucar, os polissacarideos. Estas cdpsulas impedem a agao
direta dos complementos sobre a bactéria. Os macréfagos, ao encontrarem estas
bactérias, podem produzir interleucina-6, que é carregado pela corrente sangiiinea
até o figado. O interleucina-6 instrui o figado a produzir uma nova proteina que se
liga a residuos de agucares chamada manose. A seguir, estas proteinas, ligadas as
manoses, ligam-se a bactéria, resultando na mudanca de forma para poder ativar os
complementos, os quais se ligam & bactéria; e (c) as células B sdo ativadas quando
encontram uma bactéria e sdo estimuladas, pelas células T-CD4 auxiliadoras, a se
proliferarem e produzirem anticorpos. Estes anticorpos se ligam a bactéria e ati-
vam uma proteina de complemento chamada Clq, que ativa outras moléculas de
complemento, as quais se ligam a bactéria. Em todos estes casos, os complementos
podem matar as bactérias ou recrutar outras células do sistema imunolégico, tais
como macrofagos, para destrui-las. Ao contrdrio dos micrébios, nossas células sao
equipadas com proteinas que desativam os complementos, evitando, assim, o auto-
ataque. A imunidade inata é inespecifica no sentido em que todos os componentes
da mesma categoria sdo capazes de reconhecer o mesmo antigeno, e nao produz
memoria imumoldgica.

A resposta imunoldgica adaptativa (RIA) é efetivada pelos linfécitos B e T, e é
especifica no sentido de que cada célula possui um receptor capaz de reconhecer um
unico antigeno. Além disso, uma vez convenientemente estimulada, produz memoria
imunolégica. Esta resposta divide-se em dois tipos: resposta imunolégica humoral
e resposta imunoldgica célula-mediada ou celular. A reposta imunolégica humoral
tem por base a acao das células B na produgao de anticorpos e tem atuacao eficaz
contra invasores que vivem fora das células, no sangue ou em fluidos circundando
as células. Os anticorpos sao os produtos antigeno-especificos das células B, e sua
producgao na resposta contra infecgoes € a principal contribuicao dos linfécitos B para
a RIA. Coletivamente, os anticorpos formam uma familia de proteinas plasmaticas,
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conhecidas como imunoglobulinas, e sua agao efetora ocorre quando os mesmos
atam-se ao patdgeno, impedindo que ele, por exemplo, seja capaz de invadir uma
célula, ou servindo como um sinalizador para a agao do sistema de complementos
na sua eliminagao. Também podem atar-se as toxinas produzidas pelo patégeno,
impedindo que elas afetem o hospedeiro. No entanto, sao ineficazes contra patégenos
intra-celulares, uma vez que seus componentes nao sao lipossoluveis, estando assim
impedidos de penetrar nas células.

A resposta imunolégica célula-mediada (qualquer RIA na qual as células T
antigeno-especificas desempenham um papel principal) age basicamente contra in-
vasores intra-celulares e ocorre em duas etapas. Na primeira etapa faz-se necessario
que o sistema imunolégico reconheca a presenca da infeccao em uma determinada
célula. Na segunda etapa, ocorre a mobilizacao para a contencao e posterior eli-
minagao do agente patogénico. Os principais agentes deste tipo de resposta sao
as células T auxiliares (ou T-CD4) e as células T citotéxicas (ou T-CD8). En-
tre as auxiliares, dois tipos se distinguem, as puramente auxiliares, ou Th2, e as
inflamatorias, ou Thl. As células do tipo Thl s@o eficazes contra alguns tipos de
bactérias (Mycobacterium tuberculosis, agente etioldgico da tuberculose, M. leprae,
causador da lepra, etc.), as quais crescem nas vesiculas dos macréfagos e ndo podem
ser eliminadas pelos lisossomas do mesmo. Neste caso, as Thl funcionam como um
disparador da acao efetora, ativando mecanismos de eliminagao da prépria célula
infectada. Os linfécitos T citotdéxicos, ou T-CD8, sao eficientes contra os virus.
Tais linfocitos reconhecem as células do organismo infectadas pelo virus e eliminam
essas células antes que a replicagdo viral tenha se completado. O controle de in-
fecgbes virais através da eliminacao da célula infectada é altamente vantajoso. Se a
intervencao for suficientemente rapida, as células infectadas podem ser destruidas
antes mesmo que as particulas virais dentro delas sejam capazes de se reorgani-
zarem completamente. Nessa fase, qualquer particula do virus que porventura seja
liberada, nao serd capaz de infectar novas células, cessando a infecgao antes mesmo
que ela se propague.

Finalmente, as células Th2 atuam na eliminagao de agentes extracelulares medi-
ante a ativacao dos linfécitos B. E importante ressaltar que apenas alguns antigenos
dotados de propriedades particulares sao capazes de ativar diretamente os linfocitos
B. Na maioria das vezes, faz-se necessario um segundo sinal emitido pelas células
Th2 para que as células B multipliquem e se diferenciem em células capazes de secre-
tar anticorpos. Sendo assim, a agao da células Th2 é quase sempre essencial para
que se desencadeie a resposta imunoldgica efetivada pelos linfécitos B. Passemos
entao a descrever uma agao completa do SI envolvendo a interagao entre linfécitos
B e Th2.

Um organismo ao invadir o corpo do hospedeiro pode-se deparar inicialmente
com a primeira linha de defesa, o SI inato. Se seu antigeno é de alguma forma atado
pelos receptores de um macroéfago, este o engolfa e elimina. Alternativamente, o
invasor pode estimular o sistema de complementos, e essa ligagao da inicio a uma
série de liberagao de substancias que perfuram a membrana lipidica do patdgeno
levando-o a morte, ou entao sinalizar o alvo que deve ser eliminado pelos fagocitos.
Por fim, o patégeno pode possuir uma membrana que neutraliza a agao do sistema de
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complementos e impossibilita os fagocitos de reconhecé-lo como estranho ao corpo.
Quando isso ocorre, a acao da linha de defesa constituida pelas células B é iniciada.

Um antigeno circulando pela corrente sangiiinea é capturado por células do SI
chamadas apresentadoras de antigeno, cujas principais sdo as dentriticas (as células
B também conseguem capturd-lo, porém em menor escala). Estas células apresen-
tam o antigeno a uma célula T-CD4, que possui um mecanismo de checagem para
verificar se o antigeno é mesmo um corpo estranho. Uma vez confirmada, a célula
T se diferencia em Thl ou Th2, conforme as caracteristicas do antigeno. No caso de
antigenos que necessitam de anticorpos para sua destruigao, a célula T diferencia-se
em Th2, e se torna ativada. Concomitantemente, uma célula B que depara também
com este antigeno, vai capturd-lo. Esse antigeno é internalizado e sofre proces-
sos quimicos de modo a ser cindido em fragmentos peptidicos. Esses fragmentos
peptidicos sao atados pelas moléculas transportadoras MHC-II e exibidos na su-
perficie celular de B, que passa a ser chamada B apresentadora de antigeno. Neste
tempo é produzida no interior da célula B que internalizou o antigeno, a proteina
B7, que também é exibida na superficie da membrana celular de B. Uma célula
Th2 ativada pelo mesmo antigeno liga-se entao ao complexo MHC-II — fragmento
peptidico e seu receptor CD28 ligado a B7. Essa dupla sinalizacao faz com que
a célula Th2 libere substancias que estimulam a célula B antigeno-especifica a se
dividir e produzir anticorpos. Seus clones nao necessitam de estimulagao e pro-
duzem o mesmo tipo de anticorpo que aquele da célula B que deu origem a eles.
Todas essas células sao efetoras, com excegao de algumas delas que sdo chamadas
de células-memoria (constituindo, apds isso, em uma parte da meméria do sistema
adaptativo, e na possibilidade de uma posterior invasao pelo mesmo patogeno, a res-
posta imunoldgica dar-se-4 de maneira mais eficiente e rédpida). As células-memoria
nao sao efetoras. Uma vez que os anticorpos especificos livres sejam produzidos,
estes atam-se ao antigeno do patdgeno sinalizando aos sistemas de complementos e
fagocitario qual o alvo que deve ser eliminado.

Um aspecto interessante da resposta imunoldgica adaptativa diz respeito a ne-
cessidade de um duplo sinal para que ela se efetive. Como uma resposta errada
pode causar danos ao préprio hospedeiro (no caso, a agdo pode ser contra alguma
célula sadia ou substancia prépria, também sadia), sempre se faz necessdria a acao
conjunta de dois sinais para que a resposta imunoldgica adaptativa entre em agao.

3. Estado-de-arte da modelagem matematica

Muitos modelos matematicos tém sido propostos e estudados com o intuito de con-
tribuir na investigagdo do funcionamento do sistema imunolégico. Sera dado aqui
um enfoque especial aqueles que descrevem o sistema imunolégico adaptativo, com
énfase na interacao entre os linfécitos B e T e a producao de anticorpos. Dentre
estes, terao prioridades aqueles que usam equagoes diferenciais ordindrias (EDO)
para descrevé-los, embora uma grande quantidade de modelos possam ser encon-
trados utilizando equagoes diferenciais parciais, processos estocédsticos, autéomatos
celulares, redes, etc. Alan S. Perelson e colaboradores tém estudado uma grande
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quantidade de modelos utilizando EDO, que vém sendo publicados desde a década
de 70 até os dias de hoje. Outros pesquisadores também tém se dedicado a este
assunto. Assim, descreveremos aqui aqueles que julgamos mais relevantes para
subsidiar os trabalhos futuros que venham a ser desenvolvidos nesta direcao.

Em 1976, Perelson, Mirmirani e Oster desenvolveram um trabalho sobre es-
tratégias 6timas em imunologia, que foi dividido em duas partes: o primeiro trata-se
da diferenciagéo e proliferacao das células B [17], enquanto o segundo, da produgao
das células B de memdria [18]. A questdo central colocada no primeiro trabalho
era: qual a estratégia 6tima disponivel ao sistema imunoldgico para responder a um
ataque antigénico? Para tentar responder a esta pergunta, elaboraram um modelo
baseado na presenca de determinado antigeno que estimula uma sub-populacao de
linfécitos B em repouso a se diferenciar em linfécitos grandes, os quais se prolife-
ram e comecam a produzir anticorpos. Enquanto estao proliferando, os linfécitos
podem produzir anticorpos, porém a uma taxa pequena, sendo que a maioria do
aparato celular é dedicado & replicagao. Todavia, um linfécito grande pode também
se diferenciar em uma célula plasma, que é capaz de produzir anticorpos em uma
taxa substancialmente grande, embora se divida em uma taxa muito pequena. A
pergunta que surge é: qual a melhor estratégia para eliminar o antigeno o mais
rapido possivel? Este trabalho procurou encontrar um tempo étimo de proliferagao,
seguido de diferenciagao. Para isso, valeu-se de métodos da teoria de controle étimo,
em particular, o principio do maximo de Pontryagin, para encontrar a estratégia
otima. No segundo trabalho estudaram a introducao das células de meméria dos
linfécitos B ao modelo anteriormente analisado. Foi assumido que os antigenos
acionam uma sub-populacao de linfécitos B e estes linfécitos podem, ou se proli-
ferarem e produzirem uma quantidade modesta de anticorpos, ou se diferenciarem
em células plasma nao divisiveis, as quais produzem uma grande quantidade de
anticorpos, ou se diferenciarem em células de memoéria, as quais nao produzem
anticorpos.

Em 1993, Fishman e Perelson [9] apresentaram um modelo para a interagao
das células T, em repouso, com células apresentadoras de antigenos (APC), que
resulta na ativagao das células T. O modelo foi utilizado para examinar reagoes
de hipersensibilidade tipo retardadas (DTH), que sdo tipicas de imunidade celu-
lar. Foi mostrado que as respostas podem ser de dois tipos: ou os antigenos sao
completamente eliminados ou o sistema imunoldgico falha e o resultado é uma in-
fecgdo cromica. Compararam dois tipos de células apresentadoras de antigeno e
concluiram que as células dentriticas sdo mais adequadas para estimular as células
T que os macréfagos. O modelo considerou que os antigenos, uma vez detectados
e processados pelas APC, sao apresentados as células T (neste caso, as auxiliado-
ras CD4). Estas sdo ativadas e se expandem por um processo clonal. Nesta fase
recrutam, através de linfocinas, células fagocitarias e inflamatdérias, que eliminam
ou isolam a fonte de estimulagao antigénica. Para atacar o problema de escalas
presente em modelos como este (as reagdes de ativagao e proliferacao sao da ordem
de 8-16 horas, enquanto que a vida média dos linfécitos T é da ordem de vérias
semanas), o modelo foi adimensionalizado, tomando como unidade de tempo a vida
média dos linfécitos T. Com esta nova escala, as interagoes entre as células ativadas
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atingem um estado quase-estacionario, e esta suposi¢ao reduziu o modelo a um sis-
tema de EDO envolvendo apenas trés varidveis adimensionais, que representam os
receptores sobre as APC, as células T e os antigenos. A quantificagdo da resposta
imunoldgica, representada pelas células T ativadas, foi obtida explicitamente em
funcao das varidveis do modelo. O sistema foi estudado em equilibrio, possuindo
dois estados estaciondrios: um trivial (auséncia de antigenos) e o outro represen-
tando um estado de co-existéncia, no qual os antigenos persistem diante da resposta
imunolégica. Usando anélise de estabilidade linear, mostraram que o equilibrio tri-
vial é instavel diante de uma pequena perturbagao de antigenos, enquanto que o de
co-existéncia, é estavel.

Em 1994, Fishman e Perelson [10] apresentaram um trabalho em que analisaram
a regulacdo cruzada (cross regulation), entre os subconjuntos de células auxiliado-
ras Thl e Th2, durante a resposta imunolégica. Fundamentaram suas hipéteses no
fato de que, quando um patégeno é encontrado, o organismo geralmente responde
ou com a resposta humoral (através da produgao de anticorpos), ou com a resposta
célula-mediada (resposta DTH), porém, nunca com ambas. E a possivel razao pela
qual as respostas humoral e celular sao mutuamente exclusivas é que, durante a res-
posta imunoldgica, as citocinas regulatérias do tipo interferon-y (IFN-7), que sao
produzidas pelas células Thl, podem inibir a proliferacao das células Th2, enquanto
que a produgao de interleucina-10 (IL-10) pelas células Th2, inibem a produgao de
citocinas pelas células Thl. Com isso, é de se esperar que uma delas domine a
outra. Baseado nisso, propuseram um modelo que considera as células apresenta-
doras de antigeno APC (células dentriticas, células B ou macréfagos), as células
Thl e Th2 em repouso e ativadas, Th2 nao proliferativas e Thl nao secretoras, e
a concentracao de interferon-v, interleucina-10 e de antigenos. O modelo foi adi-
mensionalizado nos moldes do anterior e, apés todas as simplificagoes, culminou
em um sistema de EDO cujas varidveis adimensionais representam a concentragao
de locais (receptores) sobre as APC (tanto locais ocupados quanto desocupados),
a populagao de células Thl e Th2 em repouso e a concentracdo de antigenos. A
populagao de células Thl e Th2 ativadas, a populacao de células Th2 inibidas de
proliferar e de células Thl nao secretoras sao dadas em termos das variaveis do mo-
delo. O sistema apresentou quatro pontos de equilibrio, representando a auséncia
de antigeno, chamado trivial (Ey), a auséncia de células Th2 (FEp1), a auséncia de
células Thl (E10) e a co-existéncia de todas as varidveis (F11). O estudo da estabi-
lidade mostrou que Fjyg é instavel independente dos parametros e que Fp; é estavel
na regiao de parametros onde E1( € instavel e vice-versa. A regiao de estabilidade
foi determinada pelo parametro que mede a eficiéncia relativa entre a interagao das
células Thl e Th2 com as apresentadoras de antigenos, APC. Assim, se as células
Th2 interagem mais eficientemente com as APC, entdo a resposta é dominada por
elas, enquanto que a resposta é dominada por Thl se sua eficiéncia de interagao
for maior. Estudos numéricos mostraram que F; é instavel e bifurca de Ey; para
FE1p, sendo que o parametro de bifurcagao foi determinado explicitamente através
da andlise da estabilidade de Fg; e E1g. Através da resolugdo numérica do sistema,
pode-se simular sua acao em doencas auto-imunes e parasitarias, leishmaniose e

AIDS.
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Em 1996, Oprea e Perelson [15] estudaram um modelo que explorou os mecanis-
mos da resposta primaria aos antigenos dependentes das células T, considerando a
producao de anticorpos. Foram analisados dois casos: um onde as células B, uma
vez ativadas, proliferam-se sob o controle de citocinas, sem nova interacao direta
com células T ativadas e outro, assumindo que as células B, apés se dividirem, re-
tornam ao estado de repouso e necessitam de um novo contato com as células T
ativadas para se dividirem novamente. Os resultados do primeiro caso foram bem
mais préximos aos obtidos em experimentos biolégicos do que os resultados do se-
gundo caso. O modelo considerou o crescimento e diferenciagao das células B em um
tnico foco de desenvolvimento da resposta priméria (foi escolhido o bago) e, assim,
a concentragao de células representava o nimero de células por foco. Nao foi con-
siderada a ativacao das células T através da apresentacao de antigenos pelas células
B, uma vez que é pouco provavel que isso ocorra, ja que as células dentriticas, sendo
antigeno-nao-especificas, estdo presentes em um nimero muito maior que as células
B antigeno-especificas e, assim, podem encontrar as células T antigeno-especificas
muito mais freqiientemente. As células B podem contribuir significantemente para
a apresentacao de antigenos as células T “experientes”, ou seja, aquelas que ja ti-
veram contato com o antigeno através das células dentriticas. Quando as células T
ativadas interagem com as células B apresentadoras de antigeno, estas podem ser
ativadas. A concentracao inicial de células dentriticas em um foco foi tomada como
funcao da dose de antigeno injetada, do nimero total de células dentriticas expostas
ao antigeno, e do nimero médio de focos no bago. Foi assumido que tanto as células
dentriticas apresentadoras de antigenos, quanto os antigenos em um foco, decaem
exponencialmente. Para a dinamica das células, a exemplo dos modelos citados
anteriormente, foi considerado que cada célula dentritica possui N locais onde as
células T podem se ligar, uma vez que uma Unica célula dentritica pode ativar de
10 a 20 células T em um dia. O modelo foi representado por um conjunto de EDO,
acopladas de acordo com a interacao entre as varidveis e considerando a dinamica
das variaveis dos compartimentos acima, mais a dinamica das células que migram
para outros focos, a concentracdo de anticorpos e também a acao das citocinas de-
sencadeadoras de todo o processo. Na dinamica das células B foram consideradas
duas possibilidades. Dada a sua complexidade, o modelo foi estudado numerica-
mente, através da solugao numérica das equagoes. Os resultados mostraram que no
caso em que as células B, uma vez ativadas, se proliferam sob o controle de citoci-
nas, sem nova interagao direta com células T ativadas, os niveis de anticorpos e o
tamanho dos focos sdo similares aos observados em experimentos, enquanto que o
segundo caso, ou seja, assumindo que as células B, apos se dividirem, retornam ao
estado de repouso e necessitam de um novo contato com as células T ativadas para
se dividirem novamente, o tamanho dos focos foi quatro vezes menor e os niveis
de anticorpos, uma ordem de grandeza menor que os encontrados nos experimen-
tos. Isso sugere que as células B podem estar aptas a se dividirem sem contatos
posteriores com as células T, uma vez que a interagao cognata tenha ocorrido.

Em 1999, Fishman e Perelson [11] propuseram um modelo baseado nas mes-
mas premissas do modelo estudado anteriormente por eles, que trata da regulagao
cruzada das células T, porém a diferenca bésica é que este novo modelo considerou
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também a diferenciagao das células T em repouso, ou seja, supos que as células
T em repouso adquirem um fenétipo Thl ou Th2 apds a interagao com as células
apresentadoras de antigeno. As interacoes consideradas foram: células dentriticas
periféricas (pDC) detectam e fagocitam patdgenos invasores e os convertem em
estimulos antigénicos na forma de complexos MHC-II. Estas células apresentadoras
de antigenos migram para os o6rgaos linféides secundarios, maturando. L& encon-
tram uma célula T antigeno-especifica e a interagao de ambas provoca a ativagao da
células T, e a conseqiiente producao de fenétipos tipo Thl ou Th2. As células Thl
ativadas produzem interleucina-2 (IL-2) e interferon-y (IFN-v), enquanto que as
Th2 ativadas produzem interleucina-4 (IL-4) e interleucina-10 (IL-10). IL-4 e IL-10
inibem a producgao de citocinas pelas células Thl ativadas, resultando em células
que nao produzem citocinas (néo secretoras) e, conseqlientemente, ndo podem se
proliferar na auséncia de fatores externos. Por outro lado, IFN-v inibe a utilizagao
de citocinas pelas células Th2 ativadas, induzindo-as a produzirem citocinas, mas
nao podem utilizéd-las. Estas células sao ditas nao-proliferativas. Um sistema de
EDO foi utilizado para representar o modelo, e ap6s adimensionalizagao como feita
nos trabalhos anteriores, culminou em um sistema de cinco equagoes, cujas variaveis
adimensionais representam os receptores sobre as APC, as células T, Thl, Th2 e
os antigenos. Andlise numérica indicou que, dependendo dos parametros e das
condicoes iniciais, o sistema converge para uma das seguintes solugoes de equilibrio:
trivial, co-existéncia dominada por Thl ou co-existéncia dominada por Th2. Isso
mostra que a consideragao sobre a diferenciagao das células T, que foi acrescentada
ao modelo, nao o alterou qualitativamente.

Seguindo esta mesma linha, o modelo da agao das células imunolégicas diante de
um ataque antigénico sem considerar os efeitos epidemioldgicos desta agao, varios
outros trabalhos foram desenvolvidos concomitantemente a estes citados. Adomian,
por exemplo, em 1996 [1], apresentou um modelo para a resposta imunoldgica con-
siderando a populacao de patégenos, P (que podem ser virus, bactérias, antigenos ou
células tumorais), e a efetividade ou capacidade do sistema imunoldégico de elimind-
los. Foi introduzida uma funcao para descrever o processo de reagoes do sistema
imunolégico diante da presenga de células externas (diferenciagdo) e uma funcao
para medir a taxa de crescimento das células efetoras durante o processo (proli-
feracao). O objetivo deste trabalho foi encontrar uma solucao analitica ndo pertur-
bativa do sistema de EDO que representa o modelo, o que foi feito através de um
método de decomposicao de sistemas diferenciais desenvolvido pelo mesmo autor
anteriormente [2].

Em 1998, Segel e Bar-Or [22] desenvolveram um modelo considerando o patégeno
(P), as células efetoras do sistema imunolégico que combatem este patégeno (E), e
a medida dos danos que a agéo imunolégica causa ao individuo (N). Posteriormente
foram introduzidos também os danos causados pelos patégenos. O estudo numérico
do modelo mostrou que a partir de um certo tempo, as varidveis apresentam um
comportamento oscilatério, porém com quantidades muito pequenas de patégenos,
o que foi considerado sem significado epidemiolégico. Também foi levado em conta
a organizacao espacial das células do sistema imunolégico e estudados critérios de
otimizagao na escolha das células efetoras.
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Em 2000, Pilyugin e Antia [21] propuseram dois modelos para a imunidade
célula-mediada, sendo um para a resposta imunolégica nao-especifica, e neste caso
foi considerada a agdo dos macréfagos e/ou outras células fagocitarias, e outro para
a resposta imunolégica especifica, mediada por linfécitos T citotéxicos (CTL). Em
ambos foi considerado o que se chamou de “handling time” no termo da equagao
que representa a destruicao do patégeno pelas células imunes. O “handling time” foi
definido como sendo o tempo de interagao entre uma célula imunolégica e uma sinali-
zada por conter um antigeno, durante o qual a célula imunolégica nao pode interagir
e/ou destruir outras células sinalizadas. Inicialmente desenvolveu-se uma aproxi-
magcao em estados quase-estacionarios, o que permitiu estudar como o “handling
time” pode ser incorporado em modelos ja existentes. Entao examinou-se as con-
seqiiéncias desta variagao para a dinamica de infeccoes e, em particular, a vulnera-
bilidade da resposta imunolégica dos hospedeiros. Para a resposta imunolégica nao-
especifica foram consideradas células fagocitdrias em repouso ou inativas, ativadas
livres e ativadas engajadas, com a suposi¢ao de estar em estados quase-estacionarios.
A vulnerabilidade desta resposta pode ser medida através do estudo da estabilidade
das solugoes de equilibrio do sistema. Assim, dependendo dos pardmetros, o sistema
pode ter: (a) apenas a solucgao de equilibio trivial Ey (auséncia de patégenos), (b)
a solugao trivial e uma néo-trivial E1, e (c) a solugdo trivial e duas néo-triviais
E; e E5. No caso (a) a solugao é instavel, ou seja, nestas condigbes de parametros
os patégenos nunca serao eliminados pela resposta imunoldgica. No caso (b), Eq é
estavel e E; é instavel, havendo uma regiao a esquerda de F; onde as solucoes sao
limitadas e convergem para Fj e uma regiao de escape a direita, onde as solugoes
sdo ilimitadas. No caso (c), E7 é uma solucdo intermedidria entre Ey e Es, sendo
que F4 é estavel e as outras duas, instaveis, sendo que pequenas perturbagoes em
E; podem levar a solugao para F ou para uma solugao ilimitada (regiao de escape).
Para a resposta especifica, os patégenos foram representados por células infectadas
e, também, foram consideradas as concentragoes de células T livres e de complexos
formados pelo encontro de uma célula T com as células infectadas. Este estudo
verificou a existéncia de dois estados estaciondrios, sendo o trivial Ey (auséncia de
patégeno) e um de co-existéncia Eq. Dependendo dos pardmetros, quatro situagdes
se apresentaram: FE globalmente estivel e E; inexistente; Fy instavel e E; atra-
tor; Fy e E; instaveis e um circulo limite que atrai todas as solugoes positivas em
torno de E4; Ey e E; instaveis, e todas as solucoes sao ilimitadas. Assim, o modelo
mostrou que as infecgdes podem ou néo ser controladas pela resposta imunolégica,
dependendo de alguns parametros e das condicoes iniciais.

Em 2001, Utzny e Burroughs [24] apresentaram um modelo para investigar a
correlagao entre as propriedades das células T de memoria e os mecanismos de regu-
lagdo das células (apoptose). Basearam-se nas seguintes hipdteses: uma infeccao
resulta na ativagao de células T em repouso e de meméria, com suas subseqiientes
expansoes clonais e a exterminacgao dos patogenos. Apés esta exterminacgao, as
células T ativadas se diferenciam em células de memoria ou sofrem apoptose. Um
evento infeccioso com eliminagao dos patdgenos e retorno ao estado de repouso cons-
titui um ciclo de infecgao-resolucao que altera o nimero de linfocitos especificos ao
patégeno. A questao central que este trabalho discute é se sucessivas infec¢bes com
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0 mesmo patogeno resulta em um nimero sempre crescente de células de memoria
ou se este crescimento é limitado, ou seja, se a quantidade de células T de memoria
para cada patégeno é estavel. O modelo proposto considera trés sub-populagoes
diferentes de células T: ativadas (T*), com memdria especifica para um particular
patdgeno (M) e com meméria especifica para todos os demais patégenos (T). O ciclo
de infec¢ao-resolugao foi modelado em duas fases: a fase I considerou a ativacao
das células T e a eliminacao dos patogenos, enquanto a fase II consistiu das células
T ativadas sendo extintas e do processo de homeostase das células de memoria. A
fase II foi determinada por um sistema de EDO modelando apoptose, memoria,
diferenciacao e homeostase das trés sub-populacoes T, M e T*. Esta fase foi o foco
do trabalho e a teoria de ponto fixo foi utilizada para seu estudo. A principal con-
clusao que se obteve foi que as propriedades da memoria imunoldgica surgem se a
dinamica da populacao que governa o processo é dependente da populacao em si.
O controle de diferenciacao em células de memoria ou apoptose dependente da po-
pulagao permite ao sistema imunolégico adaptar-se melhor as variacoes na resposta
imunoldgica e a severidade da infec¢ao. O tamanho do compartimento da memoria
especifica gerada por uma infecgao severa depende apenas fracamente do nimero de
células ativadas envolvidas na resposta e, ainda mais, quase toda a memoria prote-
tora é gerada por infecgbes menores (vacinagdo). A andlise matemadtica mostrou que
o balanco entre apoptose e diferenciacdo em meméria é essencial para a regulagao
do ntimero de novas células T que entrardo para o “pool” da memoria. Mostrou
ainda que a meméria diversificada é preservada somente se: primeiro, a regulagao
de novas entradas é dependente da populacao de células T ativadas; segundo, se a
populagao de células T comunica-se com outras partes do sistema imunoldgico.

Em 2001, Bergmann, Van Hemmen e Segel desenvolveram um trabalho que
estudou a decisao das células T auxiliadoras em se diferenciarem em Thl ou Th2,
ja que a primeira aproximagao com o antigeno determina se a resposta serd humoral
ou celular, a qual é crucial para evitar a doenga. O modelo considerou a variagao
das populacoes Thl e Th2 de modo simples, tomando a forma

Taxa de variacao das populagoes de células Thl/Th2
= diferenciacao+prolifercao—morte,

onde nos termos de diferenciacao e proliferagao foram consideradas capacidade su-
porte. Para a taxa de variacao de patégenos foram considerados seu crescimento e
sua morte em funcao das células Thl e Th2. O sistema foi estudado em equilibrio e
sete solugoes foram encontradas, dependendo da variacao dos parametros: a solugao
trivial, que é sempre instavel; a cura com a prevaléncia de Th2, a doenga cronica
com a prevaléncia de Th2, a cura com prevaléncia de Thl, a doenga cronica com
a prevaléncia de Thl, a cura com concomitancia de Thl e Th2 e a doenca crénica
com concomitancia de Thl e Th2. As solugdes com prevaléncia de Thl ou Th2
podem ser instéveis ou estdveis dependendo da variagdo dos parametros, enquanto
que a cura com ambas as células mostrou-se instdvel em um estudo numérico e a
doenca cronica com ambas as células nao pode ser calculada analiticamente.

E importante ressaltar que a compreensao do sistema imunoldgico influencia di-
retamente na melhora de modelos matemé&ticos epidemiolégicos. Dushoff [8] apre-
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sentou um trabalho que discute a incorporagao de idéias oriundas de resultados
imunoldgicos em modelos epidemioldgicos, obtendo um bom resultado. O modelo
desenvolvido por Dushof nao trata especificamente de um modelo para a descrigao
de uma dinamica do SI, mas sim, como um dado modelo utilizado na descri¢ao de um
fendomeno pode apresentar aspectos interessantes quando acrescentado de algumas
consideragoes de resultados imunoldgicos. Em muitas doengas existem evidéncias de
importantes interagoes entre a epidemiologia e a imunologia. Ambos, modelos e da-
dos, sugerem que varidveis de carater epidemiolégico, como freqiiéncia e intensidade
de exposicao, podem afetar resultados de carater imunoldgico e, reciprocamente, os
resultados da batalha imunolégica entre hospedeiro e parasita determinam a habi-
lidade da doenga de se espalhar em uma comunidade. Ao considerar-se um modelo
para o espalhamento de uma doenca devida a helmintos, na presenca de dois niveis
de infecciosidade, a saber, baixa infectividade e alta infectividade (assercao esta de
cardter imunoldgico), obtém-se a possibilidade de uma bifurcacdo do tipo “back-
ward”, o que nao se verifica, por exemplo, quando no modelo do mesmo fenémeno
é considerada uma unica classe de infecciosidade. Uma bifurcagao “backward”
caracteriza-se pela existéncia de um equilibrio instdavel e que serve como um “break
point”, isto é, abaixo deste valor a doenga persiste e se estabelece, mesmo que nao
seja capaz de invadir. Assim, ao incorporarmos uma situacdo imunolégica ao mo-
delo epidemiolégico possibilitamos uma explicagao para mecanismos de multiplos
estados estaciondrios e para a persisténcia de certas doencas. Isso é particular-
mente interessante do ponto de vista de politicas ptblicas que envolvem programas
de quimioterapias intensivas. Por exemplo, se os parametros da doenca sao tais
que ela persiste na comunidade mas nao seja capaz de invadi-la uma vez eliminada,
temos a forte indicacao de que a utilizacdo de uma forte campanha quimioterapica
pode ser capaz de erradicar a doenga da comunidade, ao se curar os individuos que
possibilitariam a sua persisténcia.

Salientamos também um trabalho de Bellomo e Preziosi [4] que trata da evolugao
de tumores e sua interagdo com o sistema imunoldgico. Os canceres sdo provoca-
dos por crescimentos progressivos da progénie de uma tunica célula transformada,
e, portanto, para curd-los sao necessarias a remogao e/ou a destruicao de todas as
células malignas. Embora experimentos em animais venham demonstrando que as
células T sdo um mediador critico da imunidade tumoral (observagdes indicam que
tumores expressam peptideos antigénicos, MHC-I, que podem se tornar alvos para
uma resposta de células T especificas para as células tumorais). No entanto, é im-
portante salientar que a maioria dos tumores mostram poucas evidéncias de controle
imunolégico, pois, em geral, eles provavelmente nao possuem peptideos antigénicos
distintos ou nao possuem moléculas de adesao ou co-estimuladoras necessarias para
ativar uma resposta primdria das células T. Avancos na compreensao da apre-
sentacao de antigenos e das moléculas envolvidas na ativacao das células T podem
propor novas estratégias imunoterapicas, uma vez que uma estratégia de eliminagao
ou contengao seria induzir uma resposta imunolégica contra o tumor capaz de dis-
criminar entre as células tumorais e as sadias. A descri¢do da dindmica do sistema
imunolégico versus células tumorais é tratada por Bellomo através da teoria cinética
celular, que possibilitam uma descrigao estatistica da evolugao de uma populagao
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grande de células regida por interacoes cinéticas.

4. Modelo matematico

Um modelo matematico é apresentado para descrever uma agao do sistema imunold-
gico: a resposta imunolégica adaptativa mediada por células. Considera-se uma
infeccao em que as células B e T interagem com o antigeno, ocorrendo a ligacao
antigeno-anticorpo e a destruicao de células alvo infectadas.

Apresenta-se, antes, o comportamento do micro-organismo em condigoes fa-
voraveis sem a acao do sistema imunolégico do hospedeiro, e de que maneira o
sistema imunolégico encontra-se em “repouso” no individuo. Estes estudos, em que
os parasitas e o sistema imunolégico nao estao interagindo, ajudam na compreensao
do sistema dinamico complexo resultante da interagao.

4.1. Antigeno e sistema imunoldégico isolados

Quando um micro-organismo invade o organismo humano que apresenta o sistema
imunolégico em estado de “dorméncia’, ou seja, incapaz de responder ao estimulo
antigénico, espera-se que cresga sem nenhuma resisténcia, inicialmente. Porém, a
medida em que a sua concentragao no organismo do hospedeiro aumenta, exaure-se
a capacidade de sua manutengao. Pois, todas as células alvo (envolvidas na multi-
plicacdo do micro-organismo) podem estar infectadas e/ou o hospedeiro debilita-se
pela infecgao, o que limitaria o seu crescimento.

Seja A(t) a concentragdo de um micro-organismo no hospedeiro no instante de
tempo t, representado pelo antigeno identificado pelo sistema imunoldgico. A sua
multiplicacao estd limitada pela disponibilidade das células alvo onde ocorrem as
sinteses protéicas para a sua replicagdo. Esta disponibilidade é designada por C,
que representa a capacidade de suporte do meio (o conjunto de todas as células
alvo). Estes micro-organismos morrem (incapacidade de invadir células alvo ou
replicacao defeituosa) naturalmente a uma taxa constante ps. Uma outra carac-
teristica da infecgao microbiana é a concentracao de patégenos com que é inoculada
no organismo. Assim, se uma concentracdo baixa é inoculada no individuo, a in-
feccao nao se estabelece, diante de adversidades como a dificuldade de encontro com
as células alvo pelas inimeras barreiras fisioldgicas. Sendo, assim, necessaria uma
inoculacao a uma concentragao nao muito baixa para ocorrer de fato a invasao e
estabelecimento do parasita no hospedeiro.

Para levar em conta as duas caracteristicas acima, uma descricao da dinamica
da replicagao do parasita no hospedeiro sem a estimulagao do sitema imunoldgico
pode ser dada por

WA _ o [4@)) A) - 1 AQ)
onde @ [A(t)] é a taxa de replicagdo per-capita do micro-organismo. Nesta taxa
pode-se embutir as duas propriedades referentes ao crescimento do parasita. Por
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isso, usa-se para esta taxa per-capita uma funcao dada por

BLa()] = kaa(t) |1 - 27
com k4 sendo a taxa de replicagao intrinseca do parasita no organismo invadido. Os
parametros C' e p 4 sao, respectivamente, a capacidade de suporte do meio e a taxa
de inviabilizagado do micro-organismo. Em primeiro lugar, a fungao ¢ mostra que os
parasitas podem se replicar, no maximo, até o valor da capacidade de meio C. Em
segundo, a fungdo ® cresce monotonicamente com A até o valor C/2 e, deste valor
em diante até C', ® decresce monotonicamente. Isso mostra que a taxa de replicagao
per-capita apresenta valores nulos nos extremos (A(t) = 0 e A(t) = C), revelando
tanto a busca ativa (dificuldade de se manter para A(t) ~ 0) quanto a competicao
(exaure-se a disponibilidade dos “nutrientes” para A(t) ~ C) pelas células alvo.

Assim, analisa-se a dindmica do parasita descrita por

dA(t) Al)] 2
——= =ka |1 - —=| A%(t) — pa A(2). 4.1
2 ka1 22| 0 - naate (41)
Os pontos de equilibrio assintotico, isto é, A = lim;_, o, A(t), em que o valor de A é
resultante da imposicao d‘zgt) = 0, sao obtidos da solucao da equagao
2 C
AlA fC'AwLE =0, (4.2)
onde
e Fa
nA

é a capacidade reprodutiva do micro-organismo. Biologicamente, como ,u;‘l é o
periodo de tempo médio de viabilidade de um parasita, ﬂglkA é o nimero médio
de novos parasitas que um parasita produz durante o periodo de tempo vidvel.
Quanto maior for o perfodo vidvel (logo, menor p4), o parasita terd mais chances
de encontrar com sucesso a célula alvo e se replicar.

Uma vez obtido o ponto de equilibrio, a sua estabilidade é determinada pelo
auto-valor obtido da equagao

3ka

f(A) = _FA + QkAA — HA,

que corresponde & primeira derivada do segundo membro da equagao (4.1). Se
o valor de f for negativo, entdo o ponto é assintoticamente estdvel (atrator de
trajetdrias); se for positivo, é instdvel (repulsor).

A equacdo (4.2) apresenta trés possibilidades, dependendo do valor de ¢* e C.

1) Capacidade reprodutiva baiza, ¢* < 4/C. Neste caso, tem-se apenas o
equilibrio trivial, A = 0. O auto-valor correspondente a este ponto vale f(0) = —p4.
Portanto, quando o parasita apresenta baixa capacidade reprodutiva, ele nao con-
segue manter-se no hospedeiro, mesmo que inocule concentragoes elevadas do micro-

organismo.
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2) Capacidade reprodutiva limiar, $* = 4/C. Neste caso, tem-se dois pontos de
quilibrio, o trivial A; = 0 e o ndo-trivial, Ay = C/2. Os auto-valores correspon-
dentes a estes dois pontos valem f(0) = —pa e f(C/2) = 0. O equilibrio trivial
é estavel, enquanto nada se conclui a respeito do equilibrio nao-trivial. Para este
ponto, estuda-se pequenos deslocamentos em torno do equilibrio C/2, fazendo-se
A(t) = a(t) + C/2, com a(t) < 1. Substituindo-a na equagao (4.1), obtém-se

da(t) _ 3ka a2

kaC
a ~ 2 O+ —al).

Quando a(t) é muito pequeno, o segundo termo do segundo membro predomina,
tendo-se, assim, d‘fi(tt) ~ %a(t). Logo, este ponto é instavel. Portanto, se a ino-
culagdo inicial for baixa (menor que C/2), a populacao de micro-organismo vai para
a sua extingao; porém, se o valor da inoculag@o inicial aumentar (maior que C/2),
neste caso, o parasita estabelece-se no hospedeiro, tendendo para a sua capacidade
de meio C. O ponto de equilibrio Ay é denominado de ponto de ruptura (“break
point”), pois delimita a concentracio de antigenos em duas regides com atratores
distintos, o trivial e o nao-trivial.

3) Capacidade reprodutiva elevada, ¢* > 4/C. Neste caso, tem-se trés pontos
de equilibrio, o trivial, A; = 0, e dois nao-triviais, Ay = [C’ —-/C(C - 4/¢*)} /2
e As = {C +C(C - 4/¢*)} /2, com Ay < As. Os auto-valores correspondentes a
estes trés pontos valem f(0) = —pa, f(A42) = ¢ [ C(C—-4/¢*)—(C— 4/¢*)} /2
e f(As) = —(;5[ C(C—4/¢*)+ (C—4/¢*)} /2. Como C > 4/¢*, tem-se que
f(A3) > 0e f(A3) < 0. Logo, os pontos de equilibrio trivial A; e ndo-trivial maior
Aj sfo estaveis, enquanto o nao-trivial menor A, é instdvel. Portanto, a dinamica
neste caso apresenta dois atratores, dependendo da inoculacao inicial de parasitas.
Se o valor introdutério for menor que Ay, o micro-organismo vai para a extin¢ao
(A7), nao se mantendo no hospedeiro; em caso contrario, para inoculagio superior
a Ay, o micro-organismo mantém-se no hospedeiro a uma concentracao As.

O que ocorre se a capacidade de suporte do meio for ilimitado, ou seja, quando
C — oo? Biologicamente, quando ocorre infecgao generalizada, o hospedeiro morre
antes que a capacidade de suporte seja alcangada. Neste caso limite, as trés possi-
bilidades acima resumem-se em apenas duas possibilidades, pois limg_,o, 4/C = 0.

1) Capacidade reprodutiva nula, * = 0. Neste caso, tem-se somente o equilibrio
trivial A = 0, cuja situagao nao apresenta nenhum interesse bioldgico.

2) Capacidade reprodutiva positiva, ¢* > 0. Neste caso, tem-se dois pontos de
equilibrio, o trivial A; = 0 e o néo-trivial Ay = 1/¢*. Os auto-valores correspon-
dentes a estes dois pontos valem f(0) = —p4 e f(1/¢*) = pa. O equilibrio trivial é
estavel, enquanto o equilibrio nao-trivial é instavel. Portanto, a dindmica neste caso
apresenta um unico atrator finito, dependendo da inoculacao inicial de parasitas. Se
o valor introdutério for menor que Ay, 0 micro-organismo vai para a extingéo (4;),
néao se mantendo no hospedeiro; em caso contrario, para inoculacao superior a Asg,
0 micro-organismo mantém-se no hospedeiro, cuja concentragao cresce indefinida-
mente (este é outro “atrator”, porém no infinito). Para entender melhor, observe
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que Ay e As da possibilidade 3) do caso C finito resultam em, quando C' — oo,
A2 = 1/¢* eA3 — OQ.

Como as possibilidades 3) do caso C finito e 2) do caso C' — oo apresentam
dinamicas semelhantes, escolhe-se o caso C — oo por apresentar um estudo analitico
mais simples. Porém, deve-se ter em mente que o crescimento do parasita é ilimitado
quando a inoculagdo for relativamente grande (maior que A;). Novamente, Ay de
2) do caso C' — oo é o ponto de ruptura.

Para o sistema imunolégico do hospedeiro sem interacao com o parasita, considera-
se que as céluas B e T sao produzidas a taxas constantes, respectivamente, kg na
medula éssea e kr no timo. Estas céluas circulam no sangue durante periodos de
tempo médios dados por ugl e u;l, onde pup e pr sao as taxas de mortalidade,
respectivamente, das céluas B e T. Assim, a dindmica do sistema imunolégico em
“repouso” é descrita por

{ 45O — kg — pp B(t) (4.3)

dt
d
L0 = by — ur T(2),

onde B(t) e T(t) designam as céluas B e T no instante de tempo t.
O sistema dinadmico linear (4.3) apresenta um tnico ponto de equilibrio néo-

trivial, dado por
B=te
7=kt
pr?

que é um atrator global, pois deslocamentos em torno de equilibrio, dados por
B(t) = b(t) + kp/up e T(t) = 7(t) + kr/pr, quando substituidos no sistema
dindmico linear (4.3), tém as trajetérias dadas por

{ G — —pp
T(t

U
—

at — M1,

cujas solugoes sao funcoes exponenciais decrescentes. Espera-se que o sistema
imunoldgico seja globalmente estdvel, independentemente dos parametros do mo-
delo. Biologicamente, o sistema imunoldégico deve ser bastante robusto, de tal modo
que, apos debelar uma infecgao, retorne rapidamente para os valores de equilibrio.

O parasita invade e replica-se rapidamente para se estabelecer no organismo do
hospedeiro. Concomitantemente, o hospedeiro reage ao corpo estranho produzindo
reacoes do sistema imunolégico. A batalha entre hospedeiro e parasita terd um
desfecho: o invasor rechagado ou uma infeccao cronica.

4.2. Interagao entre antigeno e sistema imunoloégico

Quando um parasita invade o organismo humano, o seu sistema imunoldgico é
estimulado. Uma vez que seus antigenos sao reconhecidos pelo sistema imunolégico,
ha producao de anticorpos por parte das céluas B e destruicao das células alvo
infectadas pelas células T.
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A Dbiologia da estimulagdo do sistema imunolégico é descrita suscintamente.
Quando um patégeno invade o organismo, o sistema imunolégico reconhece e iden-
tifica o antigeno. Este antigeno, apds ser apresentado a uma célula T antigeno-
especifica, provoca a ativagao desta (para fins de simplificagdo, o modelo nao con-
sidera a dindmica das células dendriticas apresentadoras de antigenos). Esta célula
T ativada, ao encontrar uma célula B que também detectou este antigeno (denomi-
nada B apresentadora de antigeno) causa a ativagao desta célula B, que se diferencia
em células plasmas, as quais se proliferam e produzem os anticorpos que propiciarao
o combate ao patégeno. As células T ativadas atuam na destruicao das células alvo
infectadas.

O modelo matematico, por simplificagao, supoe que a agao dos anticorpos sobre
o antigeno (patégeno) e a destruicao das células infectadas pelas células T sao des-
critas pelo encontro das células plasma com o antigeno. As células B apresentadoras
de antigenos e plasma sao agrupados em uma unica classe de células B ativadas.
A desativacao da resposta imunoldgica da-se pela diminuicao da concentragao do
antigeno detectado no organismo. Assim, os linfécitos efetores, apds cumprirem seu
papel, morrem por apoptose. O modelo nao leva em conta as células de memoria,
tratando, assim, a defesa do organismo através de producao de anticorpos em uma
prima-infeccdo. Toda a dindmica das citocinas envolvidas nos fenéomenos de ativagao
e desativagao esta englobada nos parametros.

Assim, o modelo considera que as células B em repouso (classe designada por B),
quando ativadas pelas céluas T ativadas pelo antigeno (classe designada por T%),
produz anticorpos. De acordo com a simplificacao, as céluas B apresentadoras de
anticorpos e os que se diferenciam em células plasma sdo agrupadas em uma tnica
classe, designada por B,. A dinamica da populagao de parasitas é representada pelos
antigenos A, que considera a capacidade de suporte (oferecida pelo hospedeiro)
ilimitada. Assim, a dindmica da interagao entre antigeno e anticorpo pode ser
representada pelo sistema de equagoes diferenciais ordinérias

200 — kg A%(t) — pa At) — o A(t) By(t)

B — kp — up B(t) — BB(t) T*(t)

Boll) — 3 A(t) B(t) +vA(t) By (t) — 1 By(t) (4.4)
O = p — pr T(t) — SA (8T (2)

T =5 AT () — pp T (1),

onde u;3 e ,ulT sao as taxas de mortalidade, respectivamente, das céluas B e T
ativadas; 3 e § sao as taxas de ativagao, respectivamente, das céluas B por T ativadas
e das células T por antigenos; v é a taxa de proliferagdo (clonagem) de células B
plasma; e « é a taxa total de remocao do antigeno pela agao da resposta imunolégica
(anticorpos secretados pelas céluas B ativadas e eliminacdo de células infectadas
pelas células T ativadas). Todos estes parametros sdo considerados constantes.

O sistema dindmico (4.4) descreve a agao de anticorpos produzidos pelas células
B plasma sobre antigenos, descrito pelo termo o A(t) B, (t): a desativacao de antige-
nos ¢ feita pela ligagao com os anticorpos, cuja concentragao no sangue é propor-
cional a concentragao de céluas B ativadas, e pela destruicao de células alvo infec-
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tadas pelas células T ativadas, cujo efeito é indireto, uma vez que sao estas que
estimulam e aumentam a concentracao de células B plasma. As células B ativadas
multiplicam-se proporcionalmente a concentracao de antigenos, descrito pelo termo
~vA(t) B, (t). Da mesma forma, a ativagdo das células T é proporcional & concen-
tracdo de antigenos, descrito pelo termo §A (¢)T'(t).

Os pontos de equilibrio do sistema dindmico (4.4) sdo os seguintes.

1) Equilibrio trivial, dado pelos valores

A=0
B=1ts

mB
B,=0
T=*%

HmT
T =0

)

que corresponde ao retorno do sistema imunoldgico ao estado basal, apds debelar a
infecgao. A estabilidade do equilibrio trivial é dada pelos auto-valores associados a
matriz Jacobiana (linearizagao do sistema dindmico em torno do valor do equilibrio)
dada por

—lA 0 0 0 0
0 —uB 0 0 —BB
J=1| o0 0 -ug 0 JBB
=0T 0 0 — 0
oT 0 0 0  —pup
Os auto-valores associados s@0 A\ = —p4, A2 = —up, A3 = —/J,/B7 Ay = —pur e
A5 = —//T. Como todos os auto-valores sao negativos, o ponto de equilibrio trivial

é localmente e assintoticamente estavel. Portanto, um dos atratores é o sistema
imunoloégico reassumir o estado de repouso, e em prontidao contra novas e outras
infecgoes.

2) Equilibrio nao-trivial, dado pelos valores

_ HataBy
A= tafels
kppplkapr+6(patoaBp)]
! !
p,B;LTkA#T+(#A#T+ﬂkT)5(l‘A+O‘Bp) (4 5)
_ kakr ’
kapr+é(pa+aBy)
T* _ kT‘s(#fH”O‘Bp)

T pplkapr+8(pataBy)]’

mais a equagao para B, dada por

Co + Cpr + CQB% + Cng = 0,
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onde os coeficientes do polinémio de terceiro grau sao

co = kakpkrBopa
c1 = kakpkrBéo + (’VMA - kA/i/B) {,U'BM,TkANT + (NB:“IT + ﬁkT) 5MA}
cy = (wm - kAu}g) (MB,UIT + ﬁkT) da + ya {MBNIT]CA,UT + (MB//T + ﬁkT) 5;1,4}

g = (HB,U,T + ﬁkT) yoa?,

(4.6)
com ¢y > 0 e cg > 0. Dependendo do sinal dos coeficientes ¢; e co, pela regra de
Descartes, tem-se nenhuma raiz real positiva, ou duas rafzes reais positivas (para
By).

Se v > kA,uIB, os coeficientes ¢; e ¢y sao também positivos. Logo, pela regra
de Descartes, nao se tem nenhuma raiz real positiva. Nesta situacao, a infecgao
é sempre debelada pelo sistema imunolégico. Para entender melhor, escreve-se a
desigualdade na forma

1, v > ik‘A = ¢*.
Kp HA

O primeiro termo é o numero médio de células B ativadas clonadas durante todo o
periodo de circulagdo de uma célula B ativada. Assim, se a capacidade de clonagem
das células B ativadas (¢, = v/ ) for suficientemente grande (maior do que a
capacidade de replicacdo do parasita), entao o sistema imunolégico atua eficiente-
mente na eliminagdo do micro-organismo invasor (B, = 0 implica em A = 0), e 0
unico ponto de equilibrio € o trivial, ou seja, o sistema imunolégico retorna ao seu
estado basal.

Se yua < kAujg, os coeficientes ¢ e cp sao ainda positivos, se os dois termos
tiverem valores proximos. Suponha que o valor da capacidade de clonagem das
células B ativadas ¢, seja menor do que ¢*, de modo que ¢; e/ou ¢z sejam nega-
tivos (de acordo com a equagao (4.6), segunda e terceira defini¢oes). Neste caso,
pela regra de Descartes, ou nao se tem nenhuma raiz real positiva, ou pode ter duas
raizes reais positivas. No caso de duas raizes reais positivas para B, baseado nos
resultados anteriores (parasita isolado), conjectura-se que o ponto de equilibrio com
valor menor para B, corresponde ao ponto de ruptura, enquanto o de valor maior é
o atrator. Assim, para baixas concentragdes de parasitas inoculadas (menores que o
valor correpondente ao do ponto de ruptura), o sistema imunolégico consegue debe-
lar a infecgao; porém, para valores elevados, o parasita co-existe no hospedeiro em
elevada concentragao, o que pode levar a faléncia do sistema imunoldgico, resultando
na infecgao cronica e permitindo infecgoes oportunistas.

Esta conjectura pode ser melhor entendida no caso especial, em que a clonagem
de células B ativadas nao depende da concentracao de antigenos. Nesta situacgao, a
terceira equagao do sistema dindmico (4.4) é escrita como

4B, (1)
dt

= BAW BW) + (v — 1) By(0),

e o ponto de equilibrio ndo-trivial tem os valores dados pela equagao (4.5) mais a
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equacao para B, dada por
Co + Cpr + CQB% = O,
onde os coeficientes do polinémio de segundo grau séo

co = kpkrBopa
c1 = kpkpfBda + (’Y - M;a) [NBMITkAﬂT + (NBMIT + 57€T> 5,%4]
co = (’Y - M;g) (UBM/T + ﬂkT> da,

com cg > 0.

Se v > /LIB, os coeficientes c¢; e ¢y sao também positivos. Logo, pela regra de
Descartes, ndo se tem nenhuma raiz real positiva. Nesta situacdo, a infeccao é
sempre debelada pelo sistema imunolégico. Porém, se v < ;/B, um dos coeficientes
c1 e ¢o pode ser negativo (se é u;3, entdo apenas ¢; é negativo); mas existe um
valor de v baixo no qual ambos os coeficientes ¢; e ¢o sfo negativos. Assim, para
v < ,ulB tem-se apenas uma tUnica raiz real positiva para B, dada por

at (c1)? + 4co |eo]

P 2|caf ’

com
o] = (MIB - v) (NBMIT + ﬂkT) dav.

Este equilibrio nao-trivial é o ponto de ruptura. Assim, dependendo da concentragao
inicial, ou o sistema imunolégico debela a infeccao, ou ele vai a faléncia, e o para-
sita cresce indefinidamente, pois a clonagem de células B ativadas ocorre a uma
taxa constante, independentemente da concentracido de antigenos (estes crescem
ilimitadamente).

No entanto, observe que, quando a taxa de clonagem depender da concen-
tragao de antigenos, caso descrito pelo sistema dindmico (4.4), mesmo que o sistema
imunolégico nao consiga debelar a infecgao, a concentragao de antigenos nao cresce
indefinidamente, mas até certo valor, correspondendo ao valor de equilibrio estavel
B, maior. Isto se deve ao fato de mais células B ativadas s@o clonadas quando se
aumenta a concentragao de antigenos, limitando o seu crescimento.

Quando um parasita invade hospedeiro que nao reage imunologicamente, e en-
contrando capacidade de suporte ilimitada, verificamos a existéncia de uma concen-
tracdo limiar A°, ponto de equilibrio ndo-trivial dado por

¢* ka’
que divide em dois o comportamento dindmico para a concentragao de antigenos:
a diminuicdo até a sua total eliminagdo ou o crescimento ilimitado. A eliminacao
é a situagdo observada quando a quantidade de antigenos inoculados (no momento
da infec¢do) é menor do que o valor limiar A°, enquanto a explosdo de antigenos

AO 1 KA
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ocorre toda vez que a inoculagao inicial estiver acima do valor limiar A% (vide 2)
do caso C — o).

Quando o sistema imunoldgico é estimulado e passa a eliminar os antigenos do
organismo, ocorrem dois comportamento dindmicos para esta interacao: eliminagao
do parasita ou a sua co-existéncia com o sistema imunolégico estimulado (pode ocor-
rer a explosdo, se a clonagem de células B ativadas ndo depender dos antigenos).
Quando o sistema imunoldgico responde muito bem e/ou a capacidade reprodutiva
do parasita for muito baixa, a eliminagao do antigeno ocorre independentemente da
carga parasitdria introduzida no hospedeiro. Porém, em casos intermediarios, ocor-
rem ou a eliminacao ou a explosao do parasita, dependendo do valor da inoculagao
inicial do patégeno no hospedeiro. O valor de concentracdo limiar A’ corresponde
ao ponto de equilibrio nao-trivial instavel, que é o ponto de ruptura. Este ponto de
ruptura correspondente ao sistema imunoldgico em interacao com antigeno é maior
do que o valor do ponto de ruptura do parasita isolado, ou seja, A* > AY.

Qual a funcdo do sistema imunolégico no combate as infecgbes? Como age o
sistema imunolégico? A funcgao principal e primordial é a defesa do organismo contra
os patogenos, resultando na eliminagao total. Esta defesa do organismo ocorre em
dois niveis. Primeiro, pela eliminacao do antigeno pelos anticorpos secretados pelos
linfécitos B ativados e pela destruicao das células alvo infectadas pelos linfocitos
T ativados. Segundo, o sistema imunolégico normal é capaz de enfrentar e vencer
concentragoes elevadas de patdgenos inoculados, e somente é levado a faléncia em
casos de infecgoes de extrema severidade. Isso é possivel pelo deslocamento do
ponto de ruptura (do parasita isolado) para valores mais elevados (quando o sistema
imunolégico estd atuando), permitindo que a eliminagao de antigenos seja possivel
para inoculagoes elevadas, desde que ocorram abaixo do ponto de ruptura. Este
valor de ruptura depende das caracteristicas do sistema imunolégico e do invasor,
resumidas pelos parametros do modelo.

5. Conclusao

A imunologia tem avangado muito na descri¢ao da interacao do sistema imunoldgico
com elementos estranhos que invadem o corpo. A forma de agao do sistema imunol6-
gico varia de acordo com o parasita invasor. Ha mecanismos distintos da resposta
imunitaria quando se trata de macro-parasitas e micro-parasitas. Mesmo dentro da
classe de micro-parasitas, a resposta do sistema imunolégico difere em se tratando de
fungos, bactérias e virus. Mais ainda, dentro da classe de virus, diferentes espécies
de virus estimulam diferentemente o sistema imunolégico. Por exemplo o virus
HIV tem como células alvo os linfécitos T-CD4 para se replicar, enquanto virus da
varicela-zoster alojam-se em células dos ganglios dos nervos espinais ou cranianos,
resultando em diferentes formas de estimulacao antigénica.

Nos tultimos anos, muitos trabalhos de carater quantitativo tém surgido para
explorar o sistema imunolégico. Procurou-se, entao, fazer uma sintese de trabalhos
existentes na literatura que tratam o sistema imunolégico através de uma abor-
dagem matemdtica, em especial utilizando-se as equagoes diferenciais ordinarias



Uma Abordagem Matematica em Imunologia 23

como instrumento para suas descrigdes. A modelagem matemética para descrever a
fisiologia do sistema imunolégico tem grande importancia, tendo em vista a imensa
quantidade de trabalhos quantitativos relativos ao sistema imunoldgico existentes
na literatura, e a contribuig¢ao destes para melhor entender a resposta imunitaria e,
também, para uma aplicacao mais eficiente da terapéutica disponivel.

Um modelo matematico simplificado foi apresentado para descrever a interagao
do sistema imunolégico com antigeno, escolhendo uma resposta imunolégica medi-
ada por células secretoras de anticorpos. Este modelo, mesmo sendo muito simples,
descreveu como corpos estranhos sao eliminados pelo sistema imunoldgico: pela
inativacao dos antigenos e pela capacidade aumentada do sistema imunolégico em
debelar os invasores mesmo em elevadas concentragoes (deslocamento do ponto de
ruptura para valores elevados).

Abstract. In the last two decades, advances in our understanding of the im-
munological system were driven by AIDS research. In particular, this knowledge
could have a wider impact on the study of epidemiology by improving the treat-
ment and prevention strategies of infectious diseases. One question that can be
naturally posed is: can mathematical research, applied to immunology, generate
further advances in the comprehension of the immunological system? Research
in immunology might take advantage of this interaction with mathematics, even
though mathematics cannot directly solve problems in immunology. Models and
simulations of several aspects and behaviors of the immunological system might
reduce the amount of experiments which are necessary for the development of new
therapies and support the progress of theoretical immunology. Thus, the aims of
this paper are to provide an analysis of the physiological and mathematical aspects
of several immuno-mathematical models and their contributions to immunology
and to present our own model in the same spirit.
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Resumo. O actmulo de conhecimentos relativos a transmissdo de infecgoes re-
sultou no desenvolvimento de modelos matemédticos para melhor estudar a sua
dinamica. Estes modelos descrevem a disseminagdo das doengas na comunidade e,
também, podem ser preditivos quanto aos resultados de diferentes mecanismos de
controle que sdo introduzidos nesta comunidade. Muitas infecgdes que ainda asso-
lam a humanidade podem ser (e estdao sendo) combatidas por meio de vacinagdes
em massa. No entanto, mostra-se que o esforco minimo de vacinagao (para se obter
a erradicagao da doenca) predito pelo modelo deve ser entendido com os devidos
cuidados para evitar compreensoes erroneas e aplicagoes equivocadas.

1. Introducgao

A epidemia de doencas infecciosas depende fundamentalmente da interagao entre o
agente infeccioso e o sistema imunoldgico do hospedeiro. Desta interagao resultam
o padrao de distribuigao da doenga nas diversas faixas etarias e condigoes sociais e,
ao mesmo tempo, a elaboracao de mecanismos eficazes de controle.

Os agentes etioldgicos de muitas doencas infecciosas sao os seres microbianos, dos
quais fazem parte as vérias espécies de virus. Estes seres, em geral, sao menores do
que as bactérias e sao parasitas que tém toda a sua replicacao ocorrendo dentro das
células parasitadas. A particula virética completa, o virion, é um bloco de material
genético recoberto por uma capa que o protege do meio ambiente e que serve ainda
de veiculo de transmissao de uma célula hospedeira para outra. Os virus contém so-
mente um tipo de acido nucléico: ribonucléico (RNA) ou desoxirribonucléico (DNA).
Devido ao fato de o virus nao possuir ribossomos, RNA de transferéncia, sistemas
enzimdticos e geradores de trifosfato de adenosina (ATP), para a sua replicagao
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necessita dos recursos do hospedeiro. Por isso, o virus multiplica-se dentro do hos-
pedeiro (no interior das células) por sinteses separadas com posterior reunido de
seus componentes. Por outro lado, os virus, fora das células, sdo metabolicamente
inertes, sendo nada mais do que fragmentos de DNA (ou RNA) recobertos por
uma capa. Estes seres inertes, quando infectam hospedeiros apropriados, causam
moléstias infecciosas pelas suas atividades intracelulares.

Quando um agente microbiano, no caso um virus, infecta (isto é, invade o or-
ganismo de) uma pessoa suscetivel, esta torna-se infectada e, por um certo perfodo,
o virus replica-se rapidamente no organismo humano, pois nao encontra nenhuma
resisténcia. Este curto periodo de tempo inicial é caracterizado por um crescimento
exponencial do virus (lei de Malthus). Simultaneamente & invasao do virus, o in-
dividuo tem seu sistema imunolégico estimulado e inicia-se a producao de anticorpos
especificos contra o invasor. Apds alguns dias, a concentragao do virus circulante
no individuo comega a declinar a medida que ocorre o aumento da concentragao de
anticorpos produzidos. Decorridos mais alguns dias, praticamente nao se encontra
virus circulante no individuo, quando entao os niveis de anticorpos atingem valores
méximos. Algumas infec¢oes podem induzir uma imunidade perene, enquanto que
outras, apenas temporaria. Neste caso, a manutengao da concentragao de anticor-
pos nos niveis apropriados pode ser explicada por infecgoes reincidentes, sendo que,
na auséncia destas, pode haver o declinio total.

O virus apresenta a capacidade de se adaptar as modifica¢ées do meio ambiente
(intensa atividade no interior das células ou permanecer inerte fora delas) para a
sua perpetuacao. Contudo, a capacidade de adaptagao é verificada, também, nos
seus hospedeiros, em especial o humano. Uma modificagao adaptativa envolvendo a
sintese protéica especifica dos vertebrados, de enorme importancia para a sua sobre-
vivéncia, é a resposta imunoldgica. Este é o principal mecanismo de defesa natural
destes animais contra os micro-organismos patogénicos. Esta defesa imunoldgica
pode ser induzida de outra forma. Jenner (1749-1823) inoculou um menino com
raspado de pus da lesdo de uma ordenhadora que adquirira varfola da vaca (uma
moléstia benigna) e, posteriormente, inoculou, no mesmo menino, o pus de pa-
ciente no estagio ativo de variola. Jenner observou que o menino nao adoecera,
demostrando, assim, que a vacinag¢ao havia induzido a imunidade contra a varfola.
Pasteur (1827-1875), fortuitamente, inoculou alguns animais com cultura envelhe-
cida de agente etiolégico da cdlera nas galinhas. Estes animais nao adoeceram
quando foram inoculados com culturas comprovadamente virulentas, demostrando,
dessa forma, que as culturas envelhecidas perdem a sua viruléncia (patogenicidade)
sem, contudo, perder a sua capacidade de induzir a imunidade.

A inducao de imunidade por virus atenuado, seja por meio de envelhecimento
de virus, seja pela passagem dos micro-organismos por hospedeiros artificiais, tem
a finalidade de proteger as pessoas contra a forma virulenta. A vacinacdo, ou a
protecao induzida por inoculacao de virus atenuados, reside no fato de estes virus
nao produzirem a forma grave da moléstia; entretanto retém a capacidade de in-
duzir a imunidade no homem contra a forma virulenta. Isto é possivel por ser
o sistema imunolégico altamente especifico, ou seja, quando os antigenos (isto é,
quaisquer substancias capazes de, em condi¢oes normais ou apropriadas, induzir a
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formacao de anticorpos) sdo introduzidos no organismo, estes reagem de maneira
altamente seletiva com os anticorpos correspondentes produzidos pelo sistema imu-
nitario. Estes anticorpos s@o as proteinas séricas, as imunoglobulinas, formadas em
resposta a administragdo de um antigeno. A conjuncao da melhor compreensao
do sistema imunoldgico humano com o avango da engenharia genética tem levado,
atualmente, a producgao de vacinas sintetizadas nos laboratdrios.

Em geral, a imunidade induzida por virus circulantes na natureza é de longa
duracao e confere protecao durante quase a vida toda. Entretanto, as vacinas
podem falhar em dois niveis. A falha primaéria da vacina consiste em nao induzir
a imunidade no individuo vacinado. Isto pode ocorrer pela falha na produgao da
vacina ou pela deficiéncia do sistema imunitdrio do individuo. A falha secundéria
ocorre quando o nivel de imunidade vacinal é baixo, resultando, portanto, em uma
perda dessa imunidade em um curto periodo. Neste caso, as reinfeccées podem
manter os niveis de anticorpos elevados.

A imunoepidemiologia leva em consideracdo a capacidade de estimulacao do
sistema imunolégica resultante da interacao entre o hospedeiro e o parasita para
determinar o padrao de epidemia. Assim, a epidemiologia das doencas infecciosas
pode ser feita de acordo com a concentracao do virus no organismo dos individuos
com a evolugao temporal, de acordo com a histéria natural da infecgao. Os in-
dividuos suscetiveis, ao se infectarem com o virus, passam por um periodo latente,
isto é, um periodo de tempo durante o qual o virus replica-se no interior das células
parasitadas dos individuos. Estes sao chamados de individuos expostos ou latentes
(infectados, mas nao infectantes). No periodo subseqiiente, desde quando as células
parasitadas eliminam o virus para o meio extracelular até o declinio quase completo
da concentracao de virus neste meio, devido aos mecanismos de defesa, estes in-
dividuos sao classificados como infectantes. Este intervalo em que o virus encontra-
se no meio extracelular é denominado periodo de recuperagao (ou infeccioso), e é
neste periodo que eles sao eliminados para o meio ambiente por meio da saliva e
excregoes diversas (trato respiratério, fezes, urina). Durante este intervalo, os in-
dividuos infectantes podem transmitir o virus aos individuos suscetiveis, quando se
encontrarem proximos. Posteriormente, por causa da imunidade adquirida, os in-
dividuos deixam o estado infeccioso, sendo, portanto, chamados de recuperados ou
imunes. Porém, em algumas infecgoes pode ocorrer a perda da imunidade adquirida,
o que faz os individuos recuperados retornarem ao estado suscetivel.

A importancia da imunizacao pela vacina, do ponto de vista preventivo, é a pos-
sibilidade de transferir individuos suscetiveis diretamente para a classe dos imunes,
escasseando, assim, a fonte para novas infecgoes e, a0 mesmo tempo, os individuos
desta classe conferem uma barreira protetora aos individuos suscetiveis. Desta
forma, a vacinagao tem sido uma grande aliada para prevenir a populagao contra
— e até erradicar — algumas doengas infecciosas. Do ponto de vista profilatico,
os individuos vacinados nao sao acometidos pelas graves sintomas causadas pela
infecgao, reduzindo a morbidade.

Pode-se, assim, perceber que, no aspecto da Biologia da interagao hospedeiro—
parasita, a erradicacao é um alvo plausivel se houver vacina disponivel contra a
infeccao. Surge, entdo, de forma natural, a questao do esforco da vacinagao: qual é
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a proporcao de individuos que devem ser vacinados para resultar em um declinio da
incidéncia, até a completa erradicacao da doenga? Portanto, se se tem por objetivo a
erradicacao de doencas infecciosas, deseja-se quantificar o esfor¢o minimo necessario
para garantir o sucesso do mecanismo de controle a ser implantado. Este conheci-
mento prévio ajuda as autoridades sanitarias no planejamento e implementacao de
medidas preventivas. Entende-se por esforco de vacinagao o nimero total de vacinas
que devem ser aplicadas em uma comunidade.

Tendo por objetivo a determinagao do nimero minimo de individuos a serem
vacinados em uma comunidade para a erradicagao da doenca, desenvolve-se um
modelo matemético para este fim. Para tanto, o modelo matematico deve levar
em consideracao as caracteristicas da transmissao da doencga e o mecanismo de
imunidade. Da andlise do modelo, especialmente em equilibrio assintético, pode-
se quantificar o esforco minimo de vacinagao para erradicar a infecgao. Uma vez
obtida a proporgao critica de individuos a serem vacinados, mostra-se como os re-
sultados oriundos da epidemiologia mateméatica devem ser entendidos e aplicados
na pratica. Assim, discute-se extensamente a questdo da extrema dificuldade em
erradicar algumas doencas infecciosas, a despeito de modelos matematicos vatici-
narem a plausibilidade de obter a sua erradicagdo com uma certa facilidade.

2. Modelo matematico

Com o objetivo de estudar quando e como se obtém a erradicagao de doengas
infecciosas, desenvolve-se um modelo matematico baseado nos seguintes aspectos.
O encadeamento do processo infeccioso inicia-se quando um individuo suscetivel
entra em contato com o agente infeccioso. Este individuo, denominado exposto,
permanece neste estado desde o inicio do contato com o virus até o momento em
que se torna um agente transmissor da doenga (infectante). Este intervalo de tempo
¢é denominado periodo de incubacao, denotado por o~ !, onde o pardmetro o ¢ a taxa
de incubagao. Por sua vez, o organismo deste individuo, denominado de infectante,
passa a combater o agente invasor através de produgao de anticorpos especificos,
que ja se processava desde as primeiras horas apds o contato com o virus. Portanto,
apds um certo periodo, devido a agao do sistema imunitario, a concentragao de virus
no individuo passa a ser zero ou praticamente nulo, situagao em que nao ocorre mais
a eliminacao do virus para o meio ambiente. Este tempo é denominado de periodo
de recuperacao (ou infecgao), designado por v~ !, onde o pardmetro v é a taxa de
recuperagao (ou infecgdo). Apéds o periodo de recuperagio, o individuo passa a ser
imune. Nesta abordagem nao se considera a perda de imunidade.

Baseado na histéria natural da infec¢do, o modelo considera uma comunidade
dividida em quatro compartimentos nao interceptantes, representados por X (¢, a),
H(t,a), Y(t,a) e Z(t,a), que sdo, respectivamente, as distribuigdes etdrias a dos
individuos suscetiveis, expostos, infectantes e recuperados no instante de tempo t.
Estas distribuigoes etarias podem ser transformadas em quantidade de individuos.
Por exemplo, X (t,a)da é o ntimero de individuos suscetiveis compreendido entre as
idades a e a + da, onde da é uma variagdo muito pequena (infinitesimal) de idade.
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Assim, somando-se a densidade de individuos em todas as idades tem-se o ntimero
total de individuos em um compartimento, neste exemplo, X (t) = fOL X(t,a)da
representa o numero total de individuos suscetiveis, com o parametro L designando
a idade méxima (longevidade) dos individuos.

O modelo é descrito pelas seguintes equagoes integro-diferenciais parciais

(F+ &) X(ta) = —\ta)+v(ta)+u X(ta)

(& + @) H(t,a) = Mt,a)X(t,a)— (o4 p)H(t, a) 2.1)
(3 +35) Y(ta) = oH(ta) = (v+p)Y(ta) '
(% + %) Z(t,a) = v(t,a)X(t,a) +~Y (t,a) — pZ(t,a),

onde 1 é a taxa de mortalidade natural (nao se considera mortalidade diferenciada,
ou seja, mortalidade adicional pela doenga) dos individuos na comunidade, v (¢, a)
é a taxa de vacinagao e A(t,a) é a forga de infeccao, definida por

L
At,a) = /,6’ (a,a") Y (t,a’)dd, (2.2)
0

com f(a,a’) sendo a taxa de contato entre individuos suscetiveis de idade a com
infectantes de idade a’. Para a sua resolucao, basta fornecer as condicoes inciais
(X(0,a) = Xo(a), H(0,a) = Hy(a), Y(0,a) = Yy(a) e Z(0,a) = Zy(a), obti-
das, preferencialmente, em equilibrio antes da introdugao da vacinagao, fazendo-se
v(t,a) = 0) e de contorno (X (¢,0) = uN, onde uN é a taxa de recém-nascidos
quando se tem uma populagdo constante dada por N, e H(t,a) = Y(t,a) =
Z(t,a) = 0, pois ndo sdo considerados nem anticorpos maternos, nem transmissao
vertical). O indice zero nas varidveis indica uma situagao epidémica na auséncia de
vacinagao.

Estuda-se o caso em que as taxas de vacinacao e de contato sao independentes
de idade, assumindo valores iguais para todas as idades. Mais ainda, a vacinagao
¢é ininterrupta e com o mesmo valor em todo instante de tempo. Assim, tem-se
B(a,a’) = ev(t,a) = v. Faz-se o estudo do equilibrio assintdtico, determinando
os pontos de equilibrio e a estabilidade. Posteriormente, estuda-se o esforco da
vacinagao.

O sistema de equagoes (2.1), que descreve uma comunidade sob um esquema
de vacinacdo, pode também descrever uma outra situagao distinta. A epidemiolo-
gia matemadtica da infecgdo sem a vacinagao é descrita impondo-se v (t,a) = 0 na
primeira e na quarta equagoes do sistema (2.1), e adiciona-se o subscrito 0 nas
varidveis dinamicas. Suponha que a comunidade encontra-se em equilibrio com
a infeccdo, no momento imediatamente anterior & introducao da vacinacao. A
introdugao da vacinagao age como uma perturbagao neste equilibrio, que leva a
comunidade a um novo valor de equilibrio apds decorrido um periodo de tempo.
Matematicamente, este perfodo é longo (infinito), por isso a nova distribuicdo da
doenga na comunidade é denominada de equilibrio assintético.
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2.1. Equilibrio assintético — Pontos de equilibrio

Quando as taxas de vacinacao e de contato forem independentes de idade, o sistema
de equagdes (2.1) e a equacao (2.2) podem ser re-escritos em um tnico sistema, em
termos de fragoes de individuos z(t), h(t), y(t) e z(t), como

%I(t) = p—[By(t) + v+ pla(t)

() = (t)x( ) = (0 + 1) h(t) (2.3)
%y(t) = oh(t) = (v + ) y(t) '
wz(t) = va(t) +y(t) — pz(t),

onde, por exemplo, x(t) = X (t)/N é a fracdo de individuos suscetiveis, a forca de
infecgdo é A (t) = By(t) e tem-se a identidade x(t) + h(t) + y(t) + z(¢) = 1.

Tem-se dois pontos de equilibrio para o sistema de equagoes (2.3). O equilibrio
trivial, ou populacao livre da doenca, tem as coordenadas

e
ntv
0

— (2.4)

v >R
|

v
ptv?
que corresponde a erradicagdo da doenca pela vacinacdo. A vacinagdo transfere os
individuos suscetiveis diretamente para a classe dos imunes. Cessando a vacinacao,
tem-se entao a comunidade toda constituida apenas por individuos suscetiveis, com
r=1leh=y=2=0.

O equilibrio nao-trivial, situagao em que a doenga mantem-se prevalente em uma
comunidade mesmo sob vacinagao, tem as coordenadas

r = wroety) — 1
(pt+ [;(HJF’Y) ;%R
h = ”7 -1
i e (25)
y = (R - 1)
z = m =+ ’Y(#+y) (R — 1)
onde Ry e R,, dadas por
Bo
Ry=—-—-— (2.6)
Tt o) (+)
e
R, = Ry (2.7)

+V

sa0, respectivamente, a razao de reprodutibilidade basal e a razao de reprodutibili-
dade (nao mais basal, pois o valor é diminuido pela vacinac¢ao). O equilibrio sem a
vacinagao pode ser obtido imponde-se v = 0 em todas as equagoes.

Nas infecgOes por micro-parasitas, a razao de reprodutibilidade basal (sem vaci-
nagao) corresponde ao nimero médio de infecgbes secunddrias que um caso primério
produz, durante todo o seu periodo infeccioso, em uma comunidade totalmente
suscetivel na auséncia de qualquer tipo de heterogenidade [6]. Portanto, este niimero
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fornece uma idéia de quéo infectivo (contagioso) é uma infec¢ao. Por heterogenei-
dade entende-se quaisquer fatores que possam alterar a distribuicao homogénea da
infecgao, por exemplo, idade, condigoes sécio-econdmicas e sazonalidade.

A dinamica do sistema de equagoes (2.3) fica determinada se obter as trajetérias
das varidveis dinamicas ao longo do tempo, que se dirigem a um dos dois possiveis
equilibrios assintéticos. Pode-se mostrar que hé apenas duas possiveis trajetorias:
nédulo ou espiral [5].

2.2. Estabilidade dos pontos de equilibrio assintético

A estabilidade dos dois pontos de equilibrio do sistema de equagdes (2.3) pode ser
determinada pelos autovalores da equagao ®(¢) = det (J* — ¢I) = 0, onde I é uma
matriz identidade 4 x 4 e J*, a matriz jacobiana do sistema de equagoes (2.3), é

—(n+v)—By(t) 0 —Bux(t) 0
J_ By(t) —(u+o) B(t) 0
0 o —(n+7) 0

v 0 Y —p

calculada nos pontos de equilibrio.
Os autovalores correspondentes ao ponto de equilibrio trivial, dado pela equagao
(2.4), sdo ¢1 = —p e ¢p2 = — (1 + v) mais as raizes do polindmio de segundo grau

P+ 2u+o+y)o+(u+o)(pt+v)(1—-R,)=0.

Este polindmio tem duas raizes com parte real negativa se, e somente se, R, < 1
[3]. Portanto, o ponto de equilibrio trivial é localmente e assintoticamente estavel
se R, < 1; e instavel se R, > 1.

No equilibrio trivial sem a vacinagao, tem-se xy = 1 e outras fragoes nulas.
Esta comunidade sem a infeccao é possivel se a razao de reprodutibilidade basal
for menor que um, ou Ry < 1. Se este valor ultrapassar unidade (isto é, Ry > 1),
entao este ponto é instével, isto é, a doenca persiste na comunidade. Assim, a
doenca s6 se torna endémica se um caso primario produz, em média, um nimero
de casos secundarios maior que unidade. Neste sentido, a vacinagao permite que o
valor da razao de reprodutibilidade R, possa ser diminuido para valores menores
que unidade pela retirada de individuos da classe dos suscetiveis.

Para determinar a estabilidade do ponto de equilibrio nao-trivial, substituem-se
as coordenadas dadas pela equagdo (2.5) na matriz jacobiana. Os autovalores sao
¢1 = —u mais as raizes do polinémio de terceiro grau

¢* + a® + bp + ¢ =0,
onde os coeficientes a, b e ¢ sdo dados por

a = Butv+o+y)+(p+v) (R, —1)
b = @ut+o+y)(p+tv)R,
c = (ptv)(pto)(p+y) (R —1).
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Este polindmio de terceiro grau obedece os critérios de Routh-Hurwitz se R, > 1.
Portanto, o ponto de equilibrio nao-trivial é localmente e assintoticamente estavel
se R, > 1[3]; ese R, < 1, ent@o este ponto é instdvel. Analogamente, mostra-se a
situagao em que nao héa vacinagao, com Ry.

Mostrou-se que o ponto de equilibrio trivial é estavel se Ry < 1, e instavel se
Ry > 1. Por outro lado, o ponto de equilibrio nao-trivial é estdavel se Ry > 1, e
instavel se Ry < 1. Em termo do valor de Ry, se este for maior que um, tem-se
o equilibrio nao-trivial; em caso contrario, tem-se o equilibrio trivial. Note que o
valor da razao de reprodutibilidade basal Ry pode ser diminuido pela vacinagao até
atingir o valor de bifurcagao, ou seja, existe um valor v, tal que a razao de repro-
dutiblidade R, atinge o valor unitario. Existem apenas dois pontos de equilibrio, e
o sistema dinamico em estudo apresenta apenas um valor de bifurcagao em relagao
ao parametro v, cujo valor é obtido impondo-se R, = 1. Conseqiientemente, todos
os valores de v maiores que v, resultam em R, < 1, sendo, assim, a vacinagao uma
possivel estratégia de erradicagao. Em outras palavras, a medida que o valor de
v aumenta, a epidemia vai se tornando cada vez menos prevalente até se erradicar
quando a taxa de vacinagao atinge o seu valor critico v,.

Todos os resultados foram expressos em funcao da taxa de contato 3. Portanto,
determinando-se seu valor, toda a dinamica fica conhecida. Porém, pode-se expres-
sar a dinamica em termo da forca de infecgao natural )\g, definida pela equagao
(2.2), em vez de 3. O adjetivo natural para a forga de infecgio designa uma comu-
nidade sem intervengao de mecanismo de controle. Para tanto, basta multiplicar
a terceira equagao do sistema de solugoes (2.5), impondo-se v = 0, por § nos dois
membros, para obter

Ao =p(Ro—1). (2.8)

Esta equacao relaciona a forga de infecgao natural com a razao de reprodutibilidade
basal. Uma outra relagao importante é
Ry = ! 2.9

b= (29
proveniente da primeira equacao do sistema de solugdes (2.5). Pela simples ob-
servacao, nota-se que a fragao de individuos suscetiveis em equilibrio antes da in-
trodugao da vacinacao xg é igual ao seu valor apés a vacinagao x. Esta igualdade sé
é valida se a forca de infecgao nao for nula. Se uma vacinagao erradicar a doenca,
isto é, A = 0, entao zy # x, como pode ser verificada comparando com a primeira
equagao do sistema de solugoes (2.4).

3. Esforco de vacinagao

A vacinagao transfere individuos suscetiveis para o estado imune sem passar pelo
estagio infectivo. Se a vacinagao nao erradicar a doenca, entao a fracao de in-
dividuos suscetiveis em equilibrio antes (individuos retirados deste compartimento
unicamente pela infecgdo, A\g) é igual a pds-vacinacao (individuos retirados deste
compartimento pela infec¢do mais a vacinagao, A + v). Para determinar o esforco
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da vacinagao, estuda-se a distribuicao etaria dos individuos suscetiveis antes da
vacinagao Xo(a), governada pela equagao

LXo(a) = —(ho+ ) Xo(a), (3.10)
e a distribuigao apds a vacinacao X (a), dada por
4X(a) = —A+v+p) X(a). (3.11)

Ambas as equagoes tém a mesma condicio inicial X(0) = X (0) = uN. Note que a
distribuicao etaria de todos os individuos é dada por

%N(a) = 7ILLN(a)7

cuja solugao é N(a) = uNe *¢ onde usou-se a condi¢ao inicial N(0) = uN.
As distribuigoes etédrias de individuos suscetiveis antes e apés a vacinagao, re-
solvendo, respectivamente, as equagoes (3.10) e (3.11), sdo

Xo(a) = e~ Cotia
X (a) = uNe~(Atvin)a,

Assim, os nimeros totais de individuos suscetiveis sao
s
)_(O - )\0+HN
X

Y TR
- )\+V+[LN’

calculados da definicdo X = fOLX (a)da, com L — oo. Para A > 0, sabe-se que
Xy = X, portanto tem-se que
A=A+ . (312)

Esta identidade nao se verifica quando a doenca for erradicada pela vacinacao,
ou seja, quando A = 0. Assim, a validade desta igualdade é garantida se v <
Ao, enquanto para v > Ag nao se verifica (ou melhor, ndo hd nenhuma relacao
matemadtica que ligue situagbes antes e depois de vacinagdo). No limiar, isto é,
V. = Ao (entendendo como o limite A — 0), a fragao de individuos suscetiveis pode
ser dada pela primeira equagao do sistema de solugbes (2.4) com v = v, = .
Portanto, restrito apenas aos equilibrios natural (antes da vacinacao) e assintético
(depois da introducao da vacinagdo), nao é possivel a determinagdo da proporgao
de individuos suscetiveis vacinados p, definida por

Xo Xo

pois a diferenca Xy — X, por forca da equagdo (3.12), é sempre zero para v < v,.
Logo, nao hé como distinguir individuos suscetiveis transferidos para outros com-
partimentos imunes por vacina dos por infecgao usando o sistema dinamico repre-
sentativo do modelo, ja que a fracdo de individuos suscetiveis nao sofre alteragao
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para v < v.. Matematicamente, ha dois parametros desconhecidos, A e v, mas ape-
nas uma unica equagao que os relaciona, dada pela equacao (3.12), o que implica
em infinitas possibilidades de solugbes (vide [9] para uma discussdo mais extensa).
Para v > v. nao hd nenhuma relagdo matematica entre Ay e v.

A equagdo (2.7) relaciona os valores R, e Ry por meio da taxa de vacinagio v.
Mostrou-se que para os valores v < v, nao ha como relacionar univocamente a taxa
de vacinacdo v com a proporcao vacinada p. Assim, ndo hd como obter também
o seu valor limiar p., que é o esforco minimo de vacinagao para a erradicacao da
doenga, pois para valores de p > p. ocorre a erradicagao da doenga. Note que para
se obter p., deve-se usar v.. A equagdo (3.12), para v < v,, mostra que 0 < A < Ag.
Assim, relaciona-se p com v de tal modo que aquele esteja entre os valores minimo
e maximo. O valor minimo p,, corresponderia a usar A = Ay na equagao (3.11) e o
valor maximo pys, a usar A = 0 na equagdo (3.11). Matematicamente, resolve-se a
questao da varidvel livre impondo a uma delas (no caso, A) um valor fixo.

Fazendo-se A = 0 na equagdo (3.11), e usando a equagdo (3.13), obtém-se

I v

=1 = . 3.14
bum u+v  pu+v ( )

Desta equacao obtém-se a relagao entre R, e Ry, que é dada por

Ry = (1—p) Ry, (3.15)
onde R, foi re-escrito como R,. Fazendo-se A = A\g na equagdo (3.11), e usando a
equagdo (3.13), obtém-se

pm=1-—r =7 (3.16)
M+)\0+V M+)\0+V

O valor da proporcao exata de individuos suscetiveis do modelo estd entre estes dois
valores, ou seja, Py, < p < pas.

O valor limiar da proporcao de individuos suscetiveis vacinados para erradicar
uma infecgao p. é obtido quando se impoe v = v, = g nas equagoes (3.14) e (3.16),
resultando, respectivamente, em p5; = Ao/ (1t + Ao) € p%, = Xo/ (1 + 2X). Usando
as equagoes (2.8) e (2.9), pode-se relacionar os valores criticos extremos de p. com
a fragao de individuos suscetiveis zy. Tem-se, assim,

[ 1—x¢
{ Pm = 9=, (3.17)

p?wzl_x()a

com pf, < p. < p§;. Ambas as expressoes sao monotonicamente decrescentes
para 0 < zp < 1, conforme mostra Figura 1. Note que xy = 0 equivale a ter
Ry — o0, correspondendo a uma doenca extremamente contagiosa; enquanto oy = 1
equivale a ter Ry = 1, correspondendo a uma doenga praticamente nao-contagiosa
(independentemente de nimero de casos introduzido na comunidade, esta doenga
val naturalmente para a sua erradicagao).

No entanto, vacinar uma proporcao p. de individuos suscetiveis equivale a vaci-
nar uma fragdo f. de todos os individuos da comunidade. Os valores extremos
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Figura 1: Os valores criticos extremos de p. em funcao da fracao de individuos
suscetiveis xo: as curvas referem-se ao extremo inferior p¢, (fina) e ao extremo
superior p§, (grossa). O valor exato de p, situa-se entre as curvas de pg, e p5;.

correspondentes a esta fracao sao dadas por

fo = (1—zo0)xo
m 2-z 3.18
{ f&:(l—gfo)fﬂm ( )

com f5 < fo < f5;- Ambas as expressoes crescem e decrescem monotonicamente
para 0 < zp < 1, sendo que os valores maximos ocorrem para, respectivamente,
Th =2 -2 2 0,58 (fS(xf) =~ 0,17) e x5 = 0,5 (f§;(x) = 0,25), conforme
mostra Figura 2. Portanto, para obter a quantidade de vacinas a serem aplicadas
na comunidade, designada por @, basta multiplicar pelo niimero total de individuos
na comunidade, cujos valores extremos sao

{ Q= [N = 152N (3.19)
QS = fyN=(1—xz0)zoN,
com Q%, < Q. < Q5

Assim, o montante minimo de vacinas a serem aplicadas para se erradicar uma
infecgao situa-se, no pior dos casos, entre 17% e 25% da quantidade de pessoas na
comunidade, sendo que, para xy diminuindo ou aumentando a partir deste valor, o
montante de vacinas a serem aplicadas diminui. Observe que a proporgao vacinada
nao depende da comunidade considerada, mas somente da infecgao, tendo o mesmo
valor para comunidades pequenas e grandes, enquanto o esfor¢co de vacinagao de-
pende linearmente com o numero de individuos de uma comunidade. Por exemplo,
para uma doenca com Ry = 2, tem-se 29 = 0,5, o que resulta em ff§, = 0,25, ou
seja, vacina-se 25% de individuos da populagdo. Quanto ao esfor¢o de vacinagao,
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0,25
0,2
0,15 -
0,1

0,05 -

Figura 2: Os valores criticos extremos de f. em funcdo da fragdo de individuos
suscetiveis xg: as curvas referem-se ao extremo inferior f¢ (fina) e ao extremo
superior f§, (grossa). O valor exato de f. situa-se entre as curvas de f5, e f5,.

ele, porém, aumenta com o tamanho da populacio considerada: se N = 100, entdo
o nimero minimo de vacinas aplicadas é Q§, = 25; enquanto se N = 100.000, entdo
o nimero minimo de vacinas aplicadas é Q$, = 25.000.

Dependendo como todos estes resultados da epidemiologia matematica sao com-
preendidos, a aplicagao segue em duas formas distintas.

3.1. Aplicagao direta dos resultados — Abordagem classica

Na histéria da humanidade, infecgoes estiveram sempre presentes, e muitas delas
perpetuaram-se até os dias atuais. Em relacao as infecgoes que nao deixam seqiielas
(no sentido de deixar uma “marca” que identifique como tendo sido exposto a in-
fecgao), as pessoas ndo se preocuparam com o isolamento de individuos doentes.
Porém, em relacdo as infecgoes que deixavam marcas, as pessoas aprenderam a
se defender através de isolamento de individuos doentes, ou de vilas e cidades em
que a doenga era endémica. Uma outra alternativa foi a emigragao de individuos
sauddveis (suscetiveis e recuperados). Assim, na auséncia de vacina (tempos pas-
sados), o isolamento de individuos infectantes (sintomaticos, pois os assintomaéticos
nao manifestam quadros clinicos da doenca) tem quase os mesmos principios de
acao da vacina: evita-se que o agente infeccioso encontre individuos suscetiveis,
sendo que o isolamento age como uma barreira protetora destes individuos.

Os resultados da epidemiologia matemética mostram que o esforco de vacinagao
é maximo para xg em torno de 0, 5, reduzindo-se a medida que decresce ou cresce a
partir deste valor. Em termos de razao de reprodutibilidade basal, o esfogo maior
ocorre para Ry ~ 2. Faz-se algumas asseveragoes epidemioldgicas.
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Quando as doengas infecciosas que deixavam seqlielas apresentavam alta (R
muito elevado) ou baixa (Ry préximo de um) infectividade, de certa forma o isola-
mento foi um mecanismo de protegao eficiente. Como tem-se por objetivo a protegao
de individuos suscetiveis, isola-se individuos infectantes e, assim, quanto maior o
numero destes individuos isolados, mais individuos suscetiveis estarao protegidos.
Assim, proteger uma fragédo elevada de individuos da comunidade deve requerer um
rigido isolamento de individuos infectantes, cujo esforco deve diminuir se o obje-
tivo é proteger um ntmero menor de individuos suscetiveis. Portanto, em casos
extremos de infectividade, a fracdo de individuos suscetiveis a serem protegidos
(isolados dos infectantes) era relativamente baixa — da mesma maneira que a agéo
de uma vacinagao —, o que facilitaria a erradicagao destas doengas. Dessa forma,
doencas que deixam seqiielas, para se evadirem de isolamentos e se perpetuarem,
precisavam apresentar um valor préximo de dois para a razao de reprodutibilidade
basal, a fim de aumentar o esforco para isolar individuos sintométicos. Portanto,
doengas, que deixam seqiielas e que tém um valor para a razao de reprodutibilidade
basal proximo de dois, podem ter perpetuado até os dias atuais e, juntamente com
aquelas que nao deixam nenhuma seqiiela, sao as moléstias—alvos das vacinas para
a erradicagao.

Um exemplo destas infecgdes pode ser a variola, que foi considerada erradi-
cada pela vacinagao. As caracteristicas epidemioldgicas desta doenga podem ser
traduzidas como uma infeccao com seqiielas que apresenta Ry proximo de 2, o que
permitiu a sua erradicacao através de vacinagao em massa. Contudo, em vez de
vacina, esta infeccao pode ser eliminada pelo isolamento em muitos paises com boa
infra-estrutura de satde coletiva.

Mas, como se explica a persisténcia de algumas doencas infecciosas, como rubéola
e sarampo, a despeito de intensas campanhas de vacinagao, cujo esforgo em muitos
paises, como Brasil, estd muito acima do valor critico preconizado pelos modelos
matematicos para se conseguir a erradicacdo? Antes de ser levado pelo impulso
inicial de abandonar modelos matematicos que fundamentam-se na lei da agéo
das massas, faz-se uma interprecao parcimoniosa dos resultados epidemioldgicos
matematicos.

3.2. Aplicagao parcimoniosa dos resultados — Abordagem al-
ternativa

A abordagem anterior determinou o esforgo de vacinagao levando em consideracao os
individuos suscetiveis, sendo que nos resultados epidemiolégicos estavam implicitos
o fato de que os individuos suscetiveis podiam ser facilmente identificados. Em
outras palavras, os individuos imunes trariam alguma marca que os distinguiam
dos demais. Mas, se isto nao for verdade, como elaborar e determinar o esforgo
de vacinacgao para erradicar uma doenca? Deve-se mudar o modelo? N&o, pois o
modelo matemdtico estd embasada na biologia (simplificada, é claro) da interagao
hospedeiro—parasita.

Em vez de supor que o modelo esteja errado, deve-se entender melhor os seus
resultados. O modelo preconiza uma fragao p. de individuos suscetiveis (corres-
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pondendo a uma fracdo f. de todos os individuos da comunidade) que devem ser
vacinados, se os individuos suscetiveis forem identificiveis. Mas, quando estes nao
puderem ser diferenciados dos demais (dos imunes, principalmente, pois estes for-
mam geralmente a maior propor¢ao na comunidade), em vez de entender o esforco
minimo de vacinacdo como f.N = Q., deve ser feita outra pergunta: Quantas pes-
soas de uma comunidade devem ser vacinadas para que uma fracao p. de individuos
suscetiveis seja efetivamente vacinada? Para responder a esta pergunta, usa-se os
métodos estatisticos.

Do ponto de vista estatistico, esta é uma pergunta sem resposta. Para que
torne um problema estatistico bem posto, é preciso reformular a pergunta: Quantas
pessoas de uma comunidade com N individuos devem ser vacinadas para que um
nimero minimo X, = p.X de individuos suscetiveis seja efetivamente vacinado
com probabilidade de confianca 1 — a?

Para esta pergunta, a resposta para o caso de se querer ter 100% (o = 0) de
chance de vacinar X, individuos suscetiveis é ébvia: deve-se vacinar um ntmero de
individuos dado por N — X 4+ X,. Portanto, estuda-se o esforco de vacinacio para
valores de a nao-nulos considerando-se varios tamanhos de populagao.

3.2.1. Sobre a amostragem

Para se responder a pergunta do ponto de vista estatistico, entende-se a deter-
minagao do ntimero de individuos da comunidade a serem vacinados como um
problema de amostragem. Considere uma populacao onde os individuos podem
ser classificados em 2 grupos: os suscetiveis e os imunes (os poucos individuos ex-
postos e infectantes estdo incluidos neste grupo). O interesse volta-se apenas para
um dos grupos, o dos individuos suscetiveis, que serdo vacinados. Assume-se que 0s
individuos dos dois grupos nao podem ser identificados apenas visualmente. Assim,
diante da dificuldade de se descobrir quem pertence ao grupo dos suscetiveis que
serao vacinados, escolhe-se aleatoriamente uma proporcao de individuos da popu-
lagao toda para ser vacinada.

Determina-se o nimero de individuos vacinados de uma populacdo N, em que
se tem X, individuos suscetiveis, para que se tenha uma proporcio minima &y
da populacao de suscetiveis vacinada. Para tanto, usa-se a fragdo de individuos
suscetiveis na comunidade xo = X/N, a proporcio da populagio vacinada 6, o
tamanho da amostra n = N§ e a varigvel aleatéria representando o ndmero de in-
dividuos suscetiveis na amostra K = I'X,.

Na amostragem, a varidvel aleatoria K tem distribuicao exata hipergeométrica

(Hi), dada por ) -
X, N - X,
Pr[K = k] = < k )(<N S_k > (3.20)

sendo denotada por Hi(N, Xg,n), onde Pr designa a probabilidade. Dependendo
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de certas condigoes, ela pode ser aproximada pela distribui¢cao normal

m(n)_(() X() N—XO N—n)

—,n—= X = X —=
N N N N -1

Tomando-se N — 1 ~ N tem-se que I' = K/X, tem distribuicio aproximadamente

normal dada por
(zg" —1)
——24(1 — .
N (5, 7 5(1—9)

Portanto, a primeira questao relativa a amostragem, qual dever ser o nimero ou
a propor¢ao da populagao total que dever ser vacinada (dada por ), se se deseja
que, com probabilidade no minimo igual a (1 — &), a probabilidade de cobertura (a
propor¢do vacinada da populagdo de individuos suscetiveis) seja maior ou igual a
do, € respondida.

O objetivo é encontrar § tal que

Pr[l > 6] > 1—«a

ou _ _
PI‘[FXQ Z 50X0] Z 1—a.

A solucao exata consiste em calcular o menor valor de n tal que

Pr[Hi(N,XO,n) 2 (5()X0] 2 1—oa. (321)

Em muitas situagoes pode-se usar solugao aproximada utilizando a aproximagao
normal. Pela aproximacao normal, tem-se que a proporgao da populagao total a ser
vacinada é solucao da equagdo do segundo grau (escolhendo-se o valor da solucao

entre 0 e 1)
1/2

0,5 (x5t —1)
= — — o | =" 1— N
do X, + 2 [ 5(1-19)

onde z, é 0 (1—a) quantil da distribuigao normal padrio e o termo X' /2 é devida
a correcao de continuidade. Uma segunda aproximagao é dada por

0,5 ~1_ 1/2
(5 - 6() - X + Za |:<x0]\[)60(1 - 60):| .
0

Esta expressao mostra de forma mais clara a dependéncia da quantidade adicional
amostral em relacdo & nominal (§ — &) em funcdo de N, Xy, zo, a e dp. A pro-
porgao adicional é diretamente proporcional a |6 — 1/2] e (1 — «), e inversamente
proporcional a N e zy. A qualidade das aproximacoes é diretamente proporcional
a N e a, e inversamente proporcional a |xg — 1/2|.

Uma outra questao relativa a amostragem, sendo vacinada eratamente a pro-
por¢do & da populagao total, qual a probabilidade de que a propor¢do vacinada da
populacao de individuos suscetiveis seja menor ou igual a Oy, é repondida.
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Este procedimento nao sera abordada neste trabalho, pois o objetivo é deter-
minar o nimero de individuos a serem vacinados de uma comunidade para que se
vacine um numero desejado de individuos suscetiveis. Contudo, esta probabilidade
é dada por

ﬁ == PI‘[K(XQ,N, Né) S (SoXo] == PI‘[F S (50]

A aproximagao normal, sem correcao de continuidade e considerando N ~ N — 1,
permite ver de forma clara como os diversos parametros influenciam esta probabi-
lidade. Ela é dada por

b=2Pr|Z<

Vit = nEt -1

Para o célculo de probabilidade de sub-amostragem tem-se que (5p/d) —1 < 0
e, portanto, esta probabilidade é inversamente proporcional ao tamanho da po-
pulacdo N, & proporcao da populacdo de individuos suscetiveis xg, e & proporcao
da populagao amostrada . Quando o tamanho da populacao ou a proporgao da
populacao de individuos suscetiveis é baixa a probabilidade de se ter uma sub-
representagao razoavel nao é desprezivel.

3.2.2. Resultados

A questao da amostragem serd estudada para dois valores de « considerando-se 4
tamanhos de populacao. Tabela 1 apresenta, para alguns valores de xy usados na
amostragem, os valores extremos para p. e f. calculados pelas equagdes (3.17) e
(3.18).

zo | ph (%) | piy (%) | [ (%) | fir (%)
0,01 | 49,75 99 0,50 1
0,05 | 48,72 95 2,45 4,75
0,1 | 47,37 90 4,73 9
02 | 44,44 80 8,89 16
05 | 33,33 50 16,67 25
0,7 | 23,08 30 16,15 21
0,9 | 9,10 10 8,18 9

Tabela 1. Os valores criticos extremos para suscetiveis p. e para populacao toda f.
em funcao de fracao de individuos suscetiveis xg.

Na Tabela 2 apresenta-se o valor do esfor¢o de vacinagao minimo, relativo ao
extremo inferior Q¢,, correspondente aos valores de xg dados na Tabela 1, para 4
diferentes tamanhos de populagdo. O valor de Q¢, ¢ calculado usando-se a equagao
(3.19). Observe que para ¥¢ = 0,7 tem-se valores de Q¢, préximos aos de xo = 0, 5.
Por isso este valor é suprimido no calculo do tamanho da amostragem. Se o grupo
de individuos suscetiveis puderem ser discriminados, a “amostragem” de individuos

a serem vacinados é dada pela Tabela 2.
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o | N=100 | N =1.000 | N =10.000 | N = 100.000
0,01 1 5 50 498
0,05 3 25 244 2.436
0,1 5 48 474 4.737
0,2 9 89 889 8.889
0,5 17 167 1.667 16.667
0,7 17 162 1.616 16.154
0,9 9 82 819 8.182

Tabela 2. O valor de Q¢,, a parte inteira de f¢, N mais 1, em funcao de fragao de

m?

individuos suscetiveis xg, para comunidades de diferentes tamanhos V.

Tabela 2 fornece o nimero minimo de vacinas (extremo inferior) que devem
ser aplicados em uma comunidade para a erradicagao da doenga. Sendo os in-
dividuos suscetiveis passiveis de serem identificados, esta tabela fornece o niimero
de individuos suscetiveis, escolhidos dentre todos os individuos da comunidade,
que devem ser vacinados. Em caso contrario, resolve-se o seguinte problema de
amostragem: determinar o ntimero de individuos de uma comunidade que devem
ser vacinados para se ter no mnimo X individuos suscetiveis com uma probabilidade
igual a 1 — o, em uma populacdo com tamanho N.

Inicialmente, trata-se de uma comunidade pequena, representativo de um aglo-
merado de familias, considerando-se N = 100. Tabela 3 resume o tamanho da
amostra para diversos valores de xg, p e a. O valor de pS, é dado na Tabela 1.
Para um valor fixo de « verifica-se, para p¢, com diversos valores de xg, que o es-
forco de vacinagao decresce a medida que a fracao de individuos suscetiveis aumenta
(para a = 0,10 compare a segunda coluna da Tabela 2 com a terceira coluna da
Tabela 3). Por exemplo, para zg = 0,01 (doenca altamente contagiosa, Ry = 100),
deve-se vacinar apenas 1% (Tabela 2) da populagao, segundo a abordagem cldssica;
porém, na abordagem amostral, deve-se vacinar no minimo 90% (Tabela 2). Con-
tudo esta diferenga diminui com o aumento de xg. Por outro lado, o esforgo de
vacinagao aumenta se a fracdo de individuos suscetiveis a serem vacinados aumen-
tar, conforme mostram as segunda, quarta e sexta colunas para a = 0,05 da Tabela
2. Em geral, o esfor¢o de vacinagao situa-se acima da proporcao de individuos
suscetiveis que se deseja vacinar, sendo que a diferenca é menor quanto maior for a
proporgao de suscetiveis (compare a sexta linha, correpondente a zo = 0,9). Ob-
serve que o tamanho da amostra para uma proporcao de individuos suscetiveis a
serem vacinados a uma dada confianga sempre decresce com a proporcao de in-
dividuos suscetiveis; exceto para proporgoes elevadas de vacinagao e fragao de in-
dividuos suscetiveis baixa. Por exemplo, na sexta e na sétima colunas da Tabela
3 o tamanho da amostra aumenta quando xy aumenta de 0,01 para 0,05. Isso se
deve ao fato de, para xg = 0,05 deve-se vacinar todos os 5 individuos suscetiveis,
que é mais dificil do que vacinar um tnico individuo suscetivel para xzg = 0,01.
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zo | pS, (1) | pS,(a2) | 0,70(cry) | 0,70(cx2) | 0,90(cr1) | 0,90(cxa)
0,01 95 90 95 90 95 90
0,05 81 70 92 89 99 98
0,1 69 64 85 81 96 95
0,2 59 56 81 79 96 94
0,5 42 40 s 75 94 93
0,9 12 11 72 72 91 91

Tabela 3. O tamanho da amostra necessario para se ter uma cobertura de vacinagao
p dos individuos suscetiveis, com probabilidade igual a 1 — «, em uma populagao
com N = 100. Usou-se trés valores de p (p5,, 0,70 e 0,90) e dois, para « (a3 = 0,05
e az =0, 10).

Trata-se agora de uma comunidade pequena, como um vilarejo, considerando-se
N = 1.000. Tabela 4 resume o tamanho da amostra para diversos valores de xg, p

e a. O valor de p¢, é dado na Tabela 1.

xzo | pS, (1) | p&,(az2) | 0,70(cv1) | 0,70(c2) | 0,90(cr1) | 0,90(cx2)
0,01 696 645 850 812 963 946
0,05 602 578 786 766 946 935
0,1 553 536 763 749 936 928
0,2 495 483 744 734 926 920
0,5 358 353 723 718 914 911
0,9 96 95 708 706 905 904

Tabela 4. O tamanho da amostra necessario para se ter uma cobertura de vacinagao
p dos individuos suscetiveis, com probabilidade igual a 1 — o, em uma populagao

com N = 1.000. Usou-se trés valores de p e dois, para o (Tabela 3).

Trata-se de uma comunidade um pouco maior que um vilarejo, considerando-se
N =10.000. Tabela 5 resume o tamanho da amostra para diversos valores de xg, p

e . O valor de py, é dado na Tabela 1.

2o | 15, (01) | pC,(a2) | 0,70(c1) | 0,70(c2) | 0,90(cs) | 0,90(crz)
0,01 | 5762 | 5.585 | 7.657 7.507 9.369 9.286
0,05 | 5229 | 5150 | 7.311 7.241 9.190 9.148
0,1 | 4.982 | 4.928 | 7.218 7.169 9.136 9.106
0,2 | 4.607 | 4571 | 7.147 7.114 9.093 9.073
05 | 3411 | 3394 | 7.074 7.058 9.048 9.037
0,9 | 926 922 7.025 7.019 9.016 9.013

Tabela 5. O tamanho da amostra necessario para se ter uma cobertura de vacinagao
p dos individuos suscetiveis, com probabilidade igual a 1 — «, em uma populagao
com N = 10.000. Usou-se trés valores de p e dois, para a (Tabela 3).

Finalmente, trata-se de uma comunidade grande, como uma pequena cidade ou

um bairro de uma cidade grande, considerando-se N = 100.000. Tabela 6 resume
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o tamanho da amostra para diversos valores de xo, p e a. O valor de py, é dado na
Tabela 1. O valor de Q¥,, para xg = 0,001 que nao consta na Tabela 2, é 498.

T S, (1) | pS,(a2) | 0,70(crr) | 0,70(cx2) | 0,90(cx1) | 0,90(cxz)
0,001 | 57.655 55.870 76.596 75.088 93.706 92.869
0,01 52.336 51.766 72.279 71.770 91.422 91.106
0,05 49.844 | 49.594 71.021 70.795 90.655 90.510

0,1 48.145 | 47.973 70.707 70.550 90.456 90.355

0,2 44.960 | 44.846 70.473 70.368 90.306 90.239

0,5 33.579 | 33.525 70.237 70.185 90.154 90.120

0,9 9.141 9.130 70.079 70.062 90.052 90.040

Tabela 6. O tamanho da amostra necessario para se ter uma cobertura de vacinagao
p dos individuos suscetiveis, com probabilidade igual a 1 — «, em uma populagao
com N = 100.000. Usou-se trés valores de p e dois, para a (Tabela 3).

As Tabelas 3 a 6 mostraram o numero de individuos da populacao que devem
ser vacinados para algumas combinacoes de N, xg, 6 e a. Os valores encontrados
mostram que os comentdrios sobre as aproximagcoes sao vélidos (a primeira apro-
ximagao é boa mesmo para os casos extremos, embora neste caso ela tenha uma
pequena sub-estimagao, enquanto a segunda aproximagao tende a super-estimar o
tamanho da amostra necessdrio, mas pode ser considerada boa) e que a quantidade
adicional amostral em relacao 4 nominal em alguns casos pode ser bastante elevada.

4. Discussao

As infecgbes transmissiveis s@o as doengas causadas por agentes infecciosos trans-
mitidas de uma fonte (individuos infectantes, animais, reservatérios) para um in-
dividuo suscetivel direta (vias aéreas) ou indiretamente (hospedeiro ou vetor). Estas
doencas, em geral as doencas tropicais, estao fortemente relacionadas com adversi-
dades tanto ambientais quanto economicas.

Em relacao ao agente infeccioso, existem algumas propriedades epidemiolégicas
principais: a infectividade (ou transmissibilidade, ou contagiosidade), a patogenici-
dade, a viruléncia e a dose infectante. A infectividade estd relacionada a capacidade
do agente penetrar e multiplicar no novo hospedeiro, disseminando, assim, na co-
munidade. Por exemplo, o virus da gripe é muito mais infectivo do que o virus da
rubéola. A patogenicidade é a capacidade do micro-organismo, uma vez instalado,
resultar em sintomas em maior ou menor proporgao. O sarampo, por exemplo, é
muito patogénico, uma vez que praticamente todos os infectados apresentam sin-
tomas e sinais especificos da doenca. A viruléncia é a capacidade do virus resultar
em uma forma grave ou fatal da doenga, por exemplo a raiva, em que todos os casos
sao fatais. Finalmente, a dose infectante é a quantidade do virus necessaria para
iniciar uma infecgao.

Em relagao ao hospedeiro, este pode ser infectado por uma doencga por causa
da suscetibilidade, isto é, sao os individuos que nao possuem resisténcia ao agente
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infeccioso, por isso podem contrair a doenga quando em contato com o agente in-
feccioso. Outras peculiaridades sao a resisténcia natural e a imunidade, sendo a
primeira nao-especifica, e a outra, especifica que resulta quando exposto ao agente.
Dependendo das caracteristicas fisiolégicas e genéticas do hospedeiro pode resul-
tar na presenca de portadores (os infectados assintomaticos), que sdo os grandes
responsaveis por manter a doenga ao evadir-se dos mecanismos de controle. Por
causa desta adaptacao, pode-se induzir a uma resisténcia utilizando-se as vacinas.

As formas de interagdo do sistema hospedeiro—parasita influenciam na trans-
missao da infeccao. Esta transmissao ocorre no meio-ambiente em que pessoas estao
distribuidas geograficamente. Portanto, as flutuacoes do meio-ambiente, como as
variacoes sazonais e presenca de reservatérios fora o homem, e as condigoes socio-
econdémicas, como a forma de agregacao geografica e o convivio social, alteram
bruscamente as epidemias.

Todos estes fatores devem ser considerados em um modelo matemético para
que se proponham medidas mais efetivas para a erradicagao de infecgoes de trans-
missao direta. Mas modelos com um nimero elevado de parametros nao sao faceis
de analisar. Diante deste dilema, procura-se uma situacao intermedidria em que
parametros considerados mais relevantes sejam escolhidos em detrimento de outros,
para se obter um modelo matemadtico ndao tdo complexo que permita um trata-
mento mais formal. Tendo em mente esta parcimonia matematica, estudou-se um
modelo relativamente simples. Os seus resultados foram analisados para determinar
as condigoes para a erradicagao de uma epidemia.

Com o advento de vacinas como formas eficazes de controle de muitas doencas
infecciosas, imaginou-se que elas poderim ser erradicadas através de campanhas de
imunizagao. Por exemplo, imaginava-se que a erradicagao de sarampo poderia ser
obtida no fim do século XX. Entretanto, a varfola foi a tinica doenga considerada
erradicada em todo o globo terrestre. Discute-se as razoes que permitiram a sua
erradicagao, e compara-se com os resultados da epidemiologia matematica.

A varfola é causada por virus (Pozvirus variolae) que é muito menos infectivo
que outras infecgoes, como sarampo e rubéola. Acredita-se que um caso primério
nao resulte em mais que 3 a 5 casos, e em torno de 20% da forma severa resulta
em morte. As infec¢Ges nos individuos apresentam duas viremias, e é na segunda
viremia (nos 6rgaos ricos em tecido reticulo-endotelial) que resulta em infecgoes leves
e brandas ou em casos graves (o virus aloja-se na pele). Somente casos clinicos de
certa gravidade sao realmente contagiosos, que sao facilmente identificiveis pelos
sintomas (assim como os casos benignos), sendo que individuos portadores (casos
subclinicos) e os que apresentam forma leve da doenga, assim como os convales-
centes, nao transmitem a infecgao.

Estudos epidemiolégicos mostram que a transmissao da variola ocorre quando ha
contatos intimos com pessoas doentes com certa gravidade, que sao facilmente iden-
tificdveis pela intensidade do periodo pré-eruptivo, inclusive nas erupgoes abortivas.
Por isso, as infec¢oes secundarias ocorrem principalmente entre familiares, escolares
e aqueles nas enfermarias dos hospitais, pois a tinica fonte de transmissao é o doente,
nao existindo nem hospedeiro intermediario, nem reservatério natural fora o homem.

Diante desse quadro, existem duas formas de controlar esta infeccao. Em paises
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que apresentam um bom sistema de saude publica, a doenga pode ser controlada
através de isolamento de casos e a vigilancia sanitaria de contatos, como fizeram a
Inglaterra e a Holanda. Em outros paises, em geral, em desenvolvimento, o controle
é feito através de campanhas de vacinacao em massa. Porém, a vacinacdo pode
resultar em complicagoes, podendo mesmo até matar. Por exemplo, em um surto
em Nova York, em 1947, de um caso importado de México, ocorreram 14 casos graves
com 2 mortes, tendo terminado por medidas de isolamento e vigilancia sanitéria.
Entretanto, as vacinacoes em massa produziram no minimo 48 mortes, dezenas
de casos de vacinia generalizada e grave encefalite pds-vacinica, além de grande
nimero de complicagoes dermatolégicas. Em regides onde a vacinagao em massa foi
introduzida, os novos casos surgem em decorréncia de importagdo de doentes (ou
enxertos). Nesta situagdo, as estratégias de controle podem ser as vacinagoes em
anéis expansiveis, isolamento de casos ou vigilancia sanitdria de contatos.

Resumindo, a baixa transmissibilidade, doenca facilmente identificivel e que
deixa marcas nos recuperados, a auséncia de portadores e de reservatério natural e o
perfodo de incubagcéo uniforme (10 a 14 dias) fizeram da variola, talvez, uma infeccao
a mais facil de ser combatida e erradicada do que outras doencas contagiosas. Assim,
de certo modo, os resultados cldssico da epidemiologia matematica sao verificados,
isto é, um esforgo de vacinagao relativamente baixo.

Dessa forma, para que uma doenga infecciosa possa se manter na natureza, o
agente causador precisa ter a capacidade de evasao contra medidas de controle. Por
exemplo, as infecgoes que resultam na morte adicional sdo as menos favorecidas para
se perpetuarem, pois a letalidade da doenga age contra a sua manutencao [8]. Por
sua vez, as que nao induzem a uma mortalidade adicional, porém deixam seqiielas
estao na faixa intermediaria quanto a capacidade de se perpetuarem na natureza.
Estas infeccbes, para a sua erradicacdo, exigem um isolamento dos individuos in-
fectantes, sendo este mais rigido quanto mais o valor de Ry estiver préximo de
2. Finalmente, as mais capacitadas para se perpetuarem na natureza estao as in-
fecgdes que nao deixam nenhuma marca e, ao mesmo tempo, devem ser brandas,
isto é, apresentam sintomas suaves para confundir com outras infecgoes virais (como
as exantemdticas). A brandura de uma infeccao estd relacionada com a forma de
interagao entre o parasita e o hospedeiro, sendo que a indugao de imunidade ¢é tanto
um mecanismo de defesa do dltimo quanto uma forma de perpetuagao do primeiro.
Mesmo que os resultados classicos apontem a possibilidade de erradicacao destas
doengas, as infecgoes com estas caracteristicas estao resistindo a intensos esforgos
de erradicagao. Por isso, para estas doengas devem ser adotadas nova perspectiva
de aplicacao dos resultados epidemiolégicos. Em outras palavras, deve-se enten-
der o esforco de vacinagao nao ao nimero de individuos suscetiveis que devem ser
vacinados, mas em determinar uma amostra que contenha extamente o nimero de
individuos suscetiveis que devem ser vacinados.

Assim, levando-se em consideragao apenas o valor da razao de reprodutiblidade
basal (Rg) e o esfor¢o necessério para a erradica¢ao, dada pela porcentagem de
individuos em uma comunidade (f. x 100%) que devem ser vacinados (ou isolados),
pode-se conjecturar que as infecgdes que perpetuaram e estao presentes nos dias atu-
ais sao aquelas brandas com seqiielas com R préoximo de 2, ou nao deixam seqiiela
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nenhuma. Pois, as doengas infecciosas sem estas caracteristicas foram erradicadas
na histéria da humanidade através de intervencoes como isolamento ou emigragao
dos individuos saudédveis de locais de contaminacdo. A erradicagdo da variola e a
grande dificuldade de controlar sarampo coadunam-se com esta hipdtese.

Sabe-se que a indugao de imunidade por parte dos parasitas pode ser usada
como forma de controle, através de vacinagao, diminuindo sensivelmente a fonte
de individuos suscetiveis. Em contrapartida, as doengas infecciosas brandas, para
se perpetuarem na comunidade em que a vacinacao tenha sido introduzida, deve
apresentar valores elevados para a razao de reprodutibilidade basal. Pois quanto
maior for o valor de Ry, maior serd a dificuldade de efetivamente encontrar e vaci-
nar, mesmo que seja em proporgoes baixas, os raros individuos suscetiveis em um
‘mar’ de individuos imunes. Atualmente, a rubéola é considerada erradicada em
muitas regioces do mundo, enquanto o sarampo ainda resiste a intensas campanhas
de vacinagao. Pode-se explicar esta situacao vigente comparando-se os valores da
razao de reprodutibilidade basal. Usando-se os valores u = 0,017 e para as forgas
de infeccao para rubéola e sarampo, respectivamente, A\ = 0,0766 e Ay = 0,25
(todos os parametros, em anos~ ') [1]; e a equacdo Ry = 1 + \g/u [6], modificacio
da equagado (2.6), tem-se, para a razao de reprodutibilidade basal, os seguintes va-
lores: para sarampo, Ry = 15,7, e para rubéola, Ry = 5,5. Portanto, a fragao de
individuos suscetiveis para sarampo é xy = 0,064, e para rubéola, x¢g = 0, 18. Estas
sao as doencas exantematicas, em geral brandas e assintomaticas, que se confundem
com outras exantemas. Por isso, deve-se aplicar a abordagem da amostragem. As-
sim, as Tabelas 3 a 6 mostram que o esforco de erradicacao é muito grande, sendo
muito maior para o sarampo para baixas coberturas (p pequeno, em torno de p¢,),
porém diminuindo & medida em que se aumenta o esforgo de vacinagao (p = 0, 90).

As infecgoes virais, aquelas brandas, podem ser controladas por vacinas, se es-
tas existirem. Em geral, quando se deseja introduzir campanhas de vacinagao, as
unicas informagoes disponiveis sao relativas as forgas de infecgao. Deste valor pode-
se calcular a fragdo de individuos suscetiveis, utilizando-se os resultados obtidos
de modelo matematico. No inicio, sem informacao, deve-se levar em consideragao
o esforco minimo preconizado pela abordagem de amostragem. A medida que a
vacinacao ocorre na comunidade, os individuos suscetiveis tornam-se discriminados
pelo fato de nao terem registro na carteira de vacinagao. Mesmo assim, ainda per-
siste o problema, pois nem todos que apresentam registro de vacinagao na carteira
de fato sao imunes, devido as falhas priméria e secundaria das vacinas. Por isso,
o esforco minimo deve ser ainda embasado na metodologia de amostragem, porém
dando mais peso para os valores obtidos usando-se o extremo inferior da proporcao
critica p¢,, do que os do extremo superior da proporgdo critica p§,. Assim, apre-
sentar o valor critico p. dentro de intervalo, p§, < p. < p$,, nao é uma fraqueza do
modelo, pelo contrario, permite uma maior flexibilidade na aplicacao dos resultados
matematicos para elaborar estratégias de vacinagao.

Toda esta discussao foi feita considerando-se apenas o equilibrio assintdtico.
Mostrou-se que, quando se aplica uma vacinagao constante (a taxa de vacinacao v é
a mesma em todo tempo), duas possiveis configuragoes epidémicas sdo possiveis: a
erradicacao da doenga (v > v,) ou a persisténcia da doenga em nivel de prevaléncia
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menor que a encontrada antes da vacinagao (v < v.). Matematicamente, o equilibrio
assintético é obtido apés um tempo muito longo, t — oo, pois as varidaveis podem
estar sofrendo variagoes tao pequenas (como bilionésimos) sem alcangar a condicao
de equilibrio. Biologicamente, a unidade de infeccao é um individuo, e nao fracgao
de individuos. Por isso, o equilibrio assintdtico pode ser obtido em tempos finitos.
O lapso de tempo entre o inicio da vacinagao e a situacao de equilibrio diminui
com o aumento do valor da taxa de vacinacdo v [7]; por isso, para v. o tempo
decorrido para resultar na erradicagao da doenga é a maior possivel, diminuindo-se
progressivamente com o aumento de v.

Finalmente, as equagdes (3.14) e (3.16) foram obtidas considerando-se que a
forca de infec¢ao pés-vacinagdo em equilibrio estava limitada entre dois valores
extremos, ou 0 < XA < Ag. Por isso, impos-se A = 0 e A = Ay para se obter
estas equagbes. Como estéd-se estudando uma situagao ideal (vacinacdo constante
ao longo de tempo), a forca de infecgdo (mesmo que possa oscilar, a sua média anual
decresce) diminui gradativamente ao longo do tempo, por isso o valor de proporcao
critica (média anual) ao longo do tempo situa-se entre os dois extremos dados pelas
equagoes (3.14) e (3.16).

5. Conclusao

O modelo matematico ndo considerou fatores importantes na transmissdo de in-
fecgoes. Nao se considerou, por exemplo, a mutacao e a variabilidade antigénica de
virus, tao essenciais para evadir-se diante da resposta imunitaria. Nem a perda de
imunidade, e nem a presenga de portadores, pois a presenca dos transmissores “silen-
ciosos”, assim como os reservatorios naturais, mantém a endemia em baixos niveis,
enquanto a perda de imunidade diminui a pressao sobre o virus para a sua perpe-
tuagéo [6]. A influenza, um exemplo de virus (influenza A, B e C) com variabilidade
antigénica, e a gripe comum (rhinovirus), um virus com centenas de sorotipos sem
nenhuma reagao cruzada, sao doengas cuja erradicagao € praticamente impossivel.

Mesmo considerando uma unica cepa de virus, e todos os fatores relacionados
a transmissao sendo homogéneos, foi possivel mostrar a grande dificuldade para
se controlar algumas doencas infecciosas. Portanto, os resultados matematicos
apresentados aqui representam a situacdo mais favordvel para a erradicagao das
infecgoes, pois as caracteristicas acima nao foram consideradas. Por exemplo, a
presenca dos portadores e a perda de imunidade estao frustrando todas as previsoes
otimistas para a erradicacao de muitas infecgoes. Questoes socio-demograficas, de-
vido a intensa mobilidade resultante da globalizacao das economias dos paises, sao
novos fatores complicadores no combate as doencas infecciosas.

Todos os fatores heterogéneos podem e devem ser levados em consideragao para
refinamento do modelo, com o propésito de obter resultados epidemiolégicos mais
acurados. Porém, os seus resultados desviarao um pouco do resultado basal obtido
de modelo simplificado. Assim, resultados epidemiolégicos obtidos de modelos sim-
plificados, com hipdtese de homegeneidade em todos os fatores, podem ser aplicados
para elaborar esquemas de vacinagdo para erradicagdo de doencas. Conforme dis-
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cutido neste trabalho, pode-se usar ou a abordagem cléssica ou a metodologia de
amostragem para determinar o esforco minimo da vacinagao, dependendo das ca-
racteristicas da doenca entre os individuos na comunidade.

Abstract. Mathematical models, based on the accumulated knowledge related to
the disease’s transmission mechanisms, can be a useful tool, not only to describe
the distribution of the infection in a community, but also to provide scenarios
when controlling mechanisms, as vaccinations, are introduced in this community.
One of the fundamental results provided by the model is related to the minimum
vaccination effort, that is, the minimum number of individuals vaccinated to obtain
the eradication of the infection. But, this result must be dealt with care in order
to avoid misunderstandings.
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