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PREFACIO DA SERIE

A Sociedade Brasileira de Matemética Aplicada e Computacional - SBMAC,
desde a realizacao do primeiro CNMAC - Congressso Nacional de Matemédtica Apli-
cada e Computacional, publica monografias de cursos que sdo ministrados durante o
Evento. A atual diretoria decidiu fazer a indexacao bibliogréfica dessas monografias
através do ISBN para efeito de catalogagao para preservagao das mesmas para a
memoria dos CNMAC.

A colecao recebeu o titulo de “Notas em Matematica Aplicada” e consistird das
monografias dos cursos ministrados nos CNMAC. O livro correspondente a cada
minicurso deve ser preparado em até 100 paginas para servir como texto intro-
dutorio, de modo que é aconselhdvel que contenha uma boa revisao bibliografica e
exercicios de verificagdo de aprendizagem. A clareza do texto é um dos fatores mais
importantes.

A colegao incluird, gradativamente, os textos dos Encontros Regionais de Ma-
tematica Aplicada e Computacional, os ERMACs e de outros eventos patrocinados
pela SBMAC.

Além disso, é objetivo desta colecao publicar volumes com coletaneas de pre-
prints de trabalhos apresentados em reunites cientificas patrocinadas pela SBMAC.

Esta primeira colegao, composta das monografias dos minicursos do XXVI CN-
MAC, foi especialmente preparada em comemoragao aos 25 anos da SBMAC.

E. X. L. de Andrade
R Sampaio
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Capitulo 1

Introducao

Otimizar é melhorar o que ja existe, projetar o novo com mais eficiéncia e menor
custo. A otimizacao visa determinar a melhor configuracao de projeto sem ter que
testar todas as possibilidades envolvidas.

Problemas de otimizacao sao caracterizados por situagoes em que se deseja maxi-
mizar ou minimizar uma fungao numeérica de varias varidveis, num contexto em que
podem existir restrigoes. Tanto as fungoes acima mencionadas como as restrigoes de-
pendem dos valores assumidos pelas varidveis de projeto ao longo do procedimento
de otimizacgao.

Pode-se aplicar otimizagao em varias areas, como por exemplo no projeto de sis-
temas ou componentes, planejamento e andlise de operagoes, problemas de
otimizagao de estruturas, otimizacao de forma, controle de sistemas dinamicos.

A otimizacdo tem como vantagens diminuir o tempo dedicado ao projeto, possi-
bilitar o tratamento simultaneo de uma grande quantidade de varidveis e restrigoes
de dificil visualizagao gréfica e/ou tabular, possibilitar a obtencao de algo melhor,
obtengao de solugoes nao tradicionais, menor custo.

Como limitagoes tem-se o aumento do tempo computacional quando aumenta-se
o numero de variaveis de projeto, pode-se surgir fungoes descontinuas que apresen-
tam lenta convergéncia, fungbes com presenca de muitos minimos locais onde o
minimo global raramente é obtido.

As técnicas classicas de otimizagao sao conhecidas & bem mais de um século,
sendo utilizadas na fisica e na geometria, servindo-se de ferramentas associadas
as equagoes diferenciais ao Célculo Variacional. A sofisticacdo dos recursos com-
putacionais, desenvolvidos nos tltimos anos, tem motivado um grande avanc¢o nas
técnicas de otimizagao. Aliado ao fato de que os problemas tornam-se cada vez mais
complexos.

Técnicas cléassicas de otimizagao sao confidveis e possuem aplicagoes nos mais
diferentes campos de engenharia e de outras ciéncias. Porém, estas técnicas po-
dem apresentar algumas dificuldades numéricas e problemas de robustez relacio-
nados com: a falta de continuidade das funcbes a serem otimizadas ou de suas
restrigoes, fungoes nao convexas, multimodalidade, existéncia de ruidos nas fungoes,
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necessidade de se trabalhar com valores discretos para as variaveis, existéncia de
minimos ou méaximos locais, etc. Assim, os estudos de métodos heuristicos, com
busca randémica controlada por critérios probabilisticos, reaparecem como uma
forte tendéncia nos ultimos anos, principalmente devido ao avango dos recursos
computacionais, pois um fator limitante destes métodos é a necessidade de um
nimero elevado de avaliagdes da fungéo objetivo [17].

Os algoritmos genéticos sao mecanismos de busca baseados nos processos de selecao
natural da luta pela vida e da genética de populacoes. Trata-se de um método
pseudo-aleatério, portanto pode-se dizer que é um método, um procedimento de
exploragdo inteligente, no espago de pardmetros codificados [2].

O surgimento dos algoritmos genéticos deu-se por volta de 1950 quando varios
bidlogos usavam técnicas computacionais para a simulagao de sistemas bioldgicos.
Entre 1960 e 1970, na Universidade de Michigan, sob a dire¢ao de John Holland [8],
iniciou-se o estudo de algoritmos genéticos como os conhecidos atualmente. David
Goldberg [5] apresentou a solucao de complexos problemas de engenharia usando
algoritmos genéticos, o que ajudou o método a se tornar popular entre os pesquisa-
dores.

Simulated Annealing, que pertence a classe de métodos que tentam simular os pro-
cessos usados pela natureza para resolver problemas dificeis. Neste caso, a analogia
é com o crescimento de um cristal simples de um metal fundido, que corresponde
a encontrar o minimo local da energia interna do metal, que é uma funcao da dis-
posigao dos dtomos [4].

1.1 Problema Geral de Otimizacao

O problema geral de otimizagao consiste em minimizar uma fungao objetivo, sujeita,
ou nao, a restricoes de igualdade, desigualdade e restrigoes laterais.

A funcao objetivo e as fungoes de restrigdes podem ser fungoes lineares ou nao
lineares em relagao as variaveis de projeto, implicitas ou explicitas, calculadas por
técnicas analiticas ou numéricas.

Seja o problema geral de otimizacao dado por:

Minimizar
F(X), X =[X1,Xo,...,X,]", X eR" (1.1)
sujeito a
ngO, j:1727"'7<]
hr =0, k=12,--- K (1.2)

xP<x<x®  i=12-.

3

)

onde, F'(X) representa a funcéo objetivo, g; e hy as restri¢des de desigualdade e de
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igualdade, Xi( ) e Xi( ) as restricoes laterais. Todas estas fungoes assumem valores
em R" e sdo, na maioria dos casos, nao-lineares.

1.2 Classificacao dos Métodos

Os métodos para a solugao de problemas de otimizagao se dividem em dois grupos, os
métodos baseados no célculo (Deterministic Optimization) e os métodos randémicos
ou aleatérios (Random Strategies).

Quanto a presenca de limitantes ao problema, tem-se a otimizacao irrestrita e a
otimizagdo restrita. Na otimizagio restrita tem-se os métodos indiretos (Métodos
Seqiienciais e outros) e os métodos diretos (Programagao Linear e outros).

Quanto ao niimero de varidveis, os métodos deterministicos nao-lineares, se clas-
sificam da seguinte forma:

e para funcoes de uma unica varidvel utiliza-se métodos de busca unidimensional
como o método de busca uniforme, busca de Fibonacci, método da Segao
Aurea, Aproximacao Polinomial, Newton-Raphson e Bissecao;

e Para funcgoes de varias varidveis utiliza-se métodos de primeira ordem que sao
baseados no cédlculo do gradiente, métodos de segunda ordem que sao baseados
no calculo da matriz Hessiana e métodos Quasi-Newton que utilizam uma
matriz pseudo-Hessiana.

No grupo dos métodos aleatdrios encontra-se os métodos de ordem zero (métodos
tradicionais), Algoritmos Genéticos, Simulated Annealing, Redes Neurais e outros.

1.3 Revisao sobre Técnicas Seqiienciais

A maioria dos algoritmos seqiienciais de otimizacao requer um conjunto inicial de
varidveis de projeto X [18]. A partir daf, o projeto é atualizado iterativamente:

X9 =X11 4 %8, (1.3)

onde ¢ representa o nimero da iteragao, S o vetor diregao de busca no espaco de
projeto, a* é o escalar que define o passo que se deseja dar na diregao de S.

Os algoritmos de otimizagdo nao-linear, baseados no célculo, necessitam da de-
terminagao da direcao de busca S e do parametro escalar o*.

1.3.1 Existéncia e unicidade da solugao 6tima

Raramente pode-se garantir a existéncia e unicidade de um projeto étimo, isto
ocorre devido a existéncia de véarias soluctes, mal condicionamento numérico ou
lenta convergéncia.

A estratégia prética utilizada é inicializar o processo de otimizagao & partir de
diferentes configuracdes de X7, caso se encontre o mesmo valor para F,,, tem-se
alguma garantia de minimo global.
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Considerando problemas sem restri¢ao, para que F(z) seja minimo uma condigao
necesséria, mas nao suficiente, é que VF(x)=0.

Para F(z), funcdo de uma varidvel, no ponto de minimo a 2% derivada deve ser
positiva. Para o caso de uma funcao de varias varidveis, a matriz Hessiana H deve
ser positiva definida, o que implica dizer que todos os autovalores de H devem ser
positivos.

1.3.2 Estratégia geral de otimizacgao
Os algoritmos de otimizacao sao baseados na solucao iterativa:

Xt = X1 4 %87 (1.4)
ou seja,

e Determinar a direcao de busca S;

e Executar a busca unidimensional e obter ag;

e Determinar quando o processo converge.
1.3.3 Critérios de convergéncia

Os critérios mais utilizados para testar a convergéncia de um programa de oti-
mizacao podem se resumidos como [1]:

e Estabelecer o nimero méaximo de iteragoes;
e Alteracao absoluta da funcao objetivo:

|F(XTT) — F(X9)] < & (1.5)
e Alteracao relativa da fungao objetivo:

|F(XH) — F(X9)]

1.
mazx [F(X7) * 10-8] <& (1.6)
e Obediéncia a condi¢ao Kuhn-Tucker:
IVE(X9)] < €k (1.7)

1.4 Meétodos de Primeira Ordem (Método da
Descida Maxima)
A diregao de busca é dada pelo gradiente VF(X). Usando VF(X) limita-se a dire¢ao

de busca, evitando a busca em todo espago de projeto [15]. O gradiente deve
ser recalculado a cada nova diregdo, conforme representado na Figura 1.1. Sua
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importancia é permitir estabelecer o ponto inicial para métodos mais sofisticados.
Toma-se como direcao de busca aquela oposta ao gradiente:

5% = —VF(X9) onde X" = X7+ o} 59. (1.8)
A cada passo, determina-se a* que ao minimo nesta diregao, busca unidimen-

sional. Nestes métodos, a convergéncia é boa no inicio, mas muito lenta ao se
aproximar do minimo.

Figura 1.1: Representacao do Método da Descida Maxima



Capitulo 2

Métodos de Ordem Zero

2.1 Introducgao

Sao métodos simples, de facil implementagao, confidveis e capazes de trabalhar com
valores discretos. Requerem apenas o célculo de F(X), ndo dependem do gradiente
e da continuidade da fungao. Necessitam de um grande nimero de avaliagoes da
fungao objetivo, o que aumenta o custo computacional.

A idéia basica é selecionar um grande nimero de vetores de projeto X e calcular
F(X) correspondente a cada um. O vetor correspondente ao menor valor de F'(X)
serd adotado como o valor 6timo X*.

O vetor X é selecionado de forma randomica no espago de projeto. Para limitar
a busca, utiliza-se as restrigoes laterais. Um nimero randémico r é gerado, r € [0, 1]
e as variaveis de projeto da g-ésima iteracao atualizadas:

X! =X r(xr - Xx)h. (2.1)

O processo do método de Ordem Zero esta apresentado no fluxograma da Figura
2.1. Neste caso, o critério de parada adotado é o nimero méaximo de iteragoes.
Porém, outros critérios podem ser incorporados ao programa.

2.2 Exemplo ilustrativo

Considere o problema de minimizacao de uma fungao escrita por:

g(z,y) = wzsen(dx) + 1, lysen(2y)
restrigdes laterais : 8 <z <10, (2.2)
8 <y < 10.

A Figura 2.2 ilustra o gréfico da funcao g(x,y) e suas curvas de nivel, respecti-
vamente.
Acompanhando, por exemplo, uma evolugdo do método de Ordem Zero aplicado
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Dados: X\, X° Uy

X=X +r(X'-X)
F =F(X)
=1

" w4

Fim

Sy
Xi=x'+r(x*-xYH
Fi=F(X%)
q=q+1

v

Figura 2.1: Esquema do Método de Ordem Zero
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ao problema 2.2, para um méaximo de 100 iteracoes, os melhores resultados podem
ser acompanhados na Tabela 2.1, sendo que o valor 6timo foi encontrado na 58
iteracao.

@

@

=]

Figura 2.2: (a) Grafico da funcao da Equagao 2.2; (b) Curvas de nivel desta funcao

O ponto de minimo obtido foi F* = —18.2155, e as varidveis de projeto
correspondentes ao ponto de minimo X* = [9.0111;8.7895].

Tteragao  X(1) X(2) F(X)
3 8.1776 8.3915 -0.2517
5 9.3963 8.2914 -8.0677
8 9.1431 8.3260 -15.674
26 8.9579 8.5686 -17.898

58.000  9.0111 8.7895 -18.216

Tabela 2.1: Evolucao do Método de Ordem Zero aplicado a Equagao 2.2

Os pontos randomicos criados pelo algoritmo podem ser visualizados na
Figura 2.3, nota-se que o ponto minimo obtido ainda pode ser melhorado.

2.3 Exercicios

I) Desenvolver um programa computacional para o Método de Ordem Zero.

IT) Usando o programa obter o ponto de minimo das fungdes abaixo:
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Figura 2.3: Evolugao do Método de Ordem Zero aplicado a Equacao 2.2

(a) F(z,y) = (x+2)2+ (y — 1), x € [10;10] e y € [-5;5], qmax = 100;
(b) Mesmo exemplo, qmax= 500; qmax= 1000;
(c) Repetir O0a e Ob, com nova regido vidvel: x,y € [—3;3].
III) Obter o minimo das seguintes fungoes :
(a) F(X)=X{+ X3 +32X; — 4X5 + 52;
(b) F(X) = (X1 +10X2)? + (X3 — X4)2 + (X2 — 2X3)* + 10(X; — Xy)%.



Capitulo 3

Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos usam um vocabulario emprestado da genética natural. Fala-
se sobre individuos (genétipos) de uma populagdo. Estes individuos também sao
chamados de cromossomos [13].

Cromossomos sao compostos de unidades ou elementos, cada elemento equivale a
um gene, dispostos em uma seqiiéncia linear. A Figura 3.1 exemplifica o exposto
acima:

cromossomo| X; | X, | X; [X,=10110]..- X,

A

gene |1(0(1(1|0

|
alelo

Figura 3.1: Esquematizacao de um cromossomo

Sendo n o ntmero de varidveis (genes) e a cada gene tem o comprimento m.
Assim, uma fungao de duas varidveis f(z, y), n = 2, serd representada através de
um cromossomo com 2 genes. Seja m = 7, o nimero de alelos de cada gene. Neste
caso, tem-se:

1100001 0011101
—_—— ——

x y

Cromossomo:
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Algoritmos genéticos sdo algoritmos iterativos, e a cada iteragdo a populacao é
modificada, usando as melhores caracteristicas dos elementos da geragao anterior e
submetendo-as a trés tipos basicos de operadores, para produzir melhores resulta-
dos. Sao eles:

Reprodugao: é um processo no qual cada cadeia é copiada levando em conta
os valores da funcao de adaptagao f;

Cruzamento: é um processo no qual a combinacao em partes de cada um de
dois cromossomos gera um novo descendente;

Mutagao: é a modificacao aleatéria ocasional (de baixa probabilidade) do valor
de um alelo da cadeia.

O primeiro passo para a aplicacao de algoritmos genéticos a um problema qual-
quer é encontrar alguma representacao cromossomica conveniente, cujo gene repre-
sente o espaco de busca do problema, com vetores bindrios de zeros e um (0,1),
0s quais sao gerados aleatoriamente. O comprimento m do gene depende da pre-
cisdo requerida para o problema. Temos na Figura 3.2 um fluxograma do algoritmo
genético segundo Haupt [7].

Com a finalidade de ilustrar a aplicacao dos operadores, vamos considerar o
problema de minimizac¢ao de uma fungao por

g(z,y) = zsen(4x) + 1, lysen(2y) (3.1)

no intervalo, 8 < & < 10, 8 < y < 10, que define a regiao vidvel do problema. O
grafico da funcao e suas curvas de nivel ja foram apresentados na Figura 2.2.

A maijoria dos codigos computacionais para algoritmos genéticos costuma
maximizar a funcao, portanto, a fungao objetiva em estudo sera reescrita como

maz g(z,y) = —[xsen(4x) + 1, lysen(2y)]. (3.2)

Para este exemplo, serd adotada a precisao de duas casas decimais. Como o
espago de busca, ou seja, o dominio da funcao tem amplitude I = 10 — 8 = 2 e
precisao de duas casas decimais, este intervalo deve ser dividido em I % 10™ sub-
intervalos iguais, neste caso, 2 x 102 = 200 pontos. Portanto a seqiiéncia bindria
(cada gene) devera ter pelo menos 8 bits, pois

128 = 27 < 200 < 2% = 256.

Seja a seguinte populagao inicial, obtida aleatoriamente:

C; - 10000101 00100111
Cy - 00001110 00001001
Cs - 10010001 00000001
C4 - 11000101 00101001
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Definir:
Funcdo Custo : F(x;)
Variaveis de Projeto (%)

v

Criar Populacio:

w_ 4
X — X

X =x§ X
2]

-

r

Avaliar custo

v

Reproducao

v

Cruzamento

.

Mutacao

I

Teste de convergéncia
i

Fim

Figura 3.2: Fluxograma do algoritmo genético continuo
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Cs - 01111100 10101100
Cg - 11100010 01001010

Tem-se assim, a populacao inicial de cromossomos definida, onde cada gene é um
vetor binario de m bits, sendo m fungdo da precisio exigida (1072) e da amplitude do
intervalo definido pelas restrigoes laterais (I = 2). A seguir, todos esses individuos
serao modificados, submetendo-os aos operadores genéticos.

3.1 Reproducao

Reprodugao é um processo que sera atribuido as cadeias que possuem o maior
valor objetivo e, portanto uma probabilidade mais elevada de contribuir & geragao
seguinte, criando pelo menos um descendente. Quanto maior o valor da fungao
objetivo, maiores sao as chances do individuo sobreviver no ambiente e reproduzir-
se passando parte de seu material genético a geragoes posteriores [2].

Usando a probabilidade, expressa pela Equagao 3.3, tem-se que se o individuo
for de baixa adequabilidade, tem alta probabilidade de desaparecer da populacao,
caso contrario, os individuos terao grandes chances de permanecer na populagao.

= %, sendo F(x) = Zf(x) (3.3)

Para se calcular o valor da funcao de adaptacao f, deve-se converter a seqiiéncia
binéria (base 2) para base 10, ou seja, deve-se decodificar um cromossomo, conforme
Equagao 3.4.

C = [b7b8 cee b2b1b0a7a6 e (12(11(10]

m—1 m—1
z=Y bix2eg=) ax2 (3.4)
=0 =0

Feito isso, deve-se calcular o valor de z e y reais, dentro da regiao viavel, através
das seguintes equagoes:

y = a; + decimal (010...100), x gin_fi', (3.5)

sendo

a; e b; - dominio das variaveis = e y
m - comprimento total do gene
decimal (100...010)s ==

decimal (010...100)2 = 3.

Como a populacao inicial ja estd definida, o préximo passo serd o calculo da
fungdo objetivo (adaptacdo).
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A titulo de ilustragdo, serd mostrado o cédlculo da funcao objetivo do primeiro cro-
mossomo da populagao criada para o Exemplo (3.2) em estudo.

Seja C7 = 1000010100100111.

Passando para a base 10, utilizando as Equacoes 3.5 e 3.6, tem-se:

8—1
T=) bix2=1x2240x2" +1x224+0x234+0x2" +0x2°+0x 2041 x 27
=0
T = 133,
e
7 .
U= a;ix2 =1x204+1x2"+1x2240x2%+0x 2" +1x2°+0x2°+0x 27
i=0
y=39.
Os valores reais = e y,dentro da regiao viavel, sao dados por:
133 x (10 — 8)
:8+T:>1':9,04
e
39 x (10 — 8
y:8+%=>y:8,31.

O valor da fungao de adaptagao é

g(x,y) = —[zsen(dx) + 1, 1ysen(2y)]
g(x,y) = —[9,04sen(4 x 9,04) + 1,1 x 8,31sen(2 x 8,31)]

g(z,y) = +16, 26.

Obteve-se os resultados mostrados na Tabela 3.1, para cada cromossomo da
populagao inicial.

Como citado anteriormente, a fungao de adaptagao g(z, y) é o drbitro final que
decide sobre a vida ou a morte de cada cromossomo. O mecanismo para selecao das
melhores cadeias, ou seja, as mais adaptadas, sao definidas pelo uso das probabili-
dades proporcionais, dadas pela Equacao 3.3, resultando os seguintes valores:
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Cromossomos T Yy g(z, y)
1000010100100111 9,04 8,31 16,26
0000111000001001 8,11 8,07 -3,21
1001000100000001 9,14 8,01 11,01
1100010100101001 9,55 8,32 2,76
0111110010101100 8,98 9,35 10,32
1110001001001010 9,77 8,58 - 0,22

g(x,y) 36,92

Tabela 3.1: Cromossomos da populacao inicial

16,26
= 2244
P1=3692 ="
o2
P2= 3692 —
_mor
P3= 36792 =
2,76
=20 007
Pa= 35799 =%
10,32
= ) = 2
P5= 3599~ 028
0,22
Ps = 359~ 00

sendo p1 + p2 + ps + pa + ps + ps = 1,00.

Considerando que as probabilidades acumulativas ¢; cada cromossomo sao dadas
por:

Jj=1

Obtém-se os seguintes valores acumulativos:

q1:p1:0744
gy =p1 +py=0,44 0,09 = 0,35

g3 = Py +p2+p;3
0,44 —0,09 40,30 = 0,65
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4y = D1+ p2tp3t+py
= 0,44-0,09+0,30+0,07=0,72

¢s = D1+ DPy+Dp3+ps+ps
— 0,44-0,09+ 0,30+ 0,07+ 0,28 = 1,00

96 = p1+p2+p3+p4+p5+p6=
— 0,440,094 0,30 + 0,07 + 0,28 + 0,00 = 1,00

A seguir deve-se selecionar as cadeias que irdo contribuir para a geragao seguinte.
Esta selecao considera um conjunto de nimeros r, escolhidos randomicamente entre
[0,1], em quantidade igual ao nimero de cadeias.

A andlise é feita através das seguintes opgoes:

Se r < g7, entao se seleciona o 1° cromossomo Cj.

Ser > ¢q;, entao se passa para o subseqiiente e faz a analise novamente.

Vale ressaltar que alguns cromossomos poderao ser selecionados mais de uma
vez, ou seja, os melhores serao copiados mais vezes, enquanto que outros irao morrer.

Seja o exemplo em estudo. Considere que foram gerados os seguintes nimeros
randomicos:

11 = 0,64
1y = 0,08
r3 = 0,47
ry = 0,88
r5 = 0,93
16 = 0,70

A selegao dos cromossomos é dada por:

7 =0,64>q =0,44 =17 =0,64>qo = 0,35 =, = 0,64 < g3 = 0, 65,

e portanto seleciona-se g3 = Cj.

ro = 0,08 < g1 =0,44,

e portanto seleciona-se g1 = C1.

rg =0,47>q1 = 0,44 = r3 =0,47 > g2 = 0,35 = r3 = 0,47 < q3 = 0,65,

e portanto seleciona-se g3 = Cj.

ry =0,88 > q1

0,44 = 74 = 0,88 > ¢o = 0,35 => 14 = 0,88 > g3 =
0,65 =74 =0,88>qq = 0,72 =74 = 0,88 < g5

1,00,
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e portanto seleciona-se g5 = Cs.

75 =0,93 > q 0,44 = 75 =10,93> g2 = 0,35 = r5 = 0,93 > ¢3 =

0,65 =15 =0,93 > qs = 0,72 = r5 = 0,93 < g5 = 1, 00,

e portanto seleciona-se g5 = Cs.

re = 0,70 > q1 0,44 = 16 = 0,70 > go = 0,35 = 75 = 0,70 > ¢3 =

0,65 = rg = 0,70 < g4 = 0,72,

e portanto seleciona-se g4 = Cj.
Depois de selecionados, os cromossomos dao origem a uma nova populagao
representada como:

C1 —1001000100000001 = gerados de C3; ¢g(z,y) = 11,01
C% —1000010100100111 = gerados de Cy; g(z,y) = 16,26
C% —1001000100000001 = gerados de C3; ¢g(z,y) = 11,01
C} —0111110010101100 = gerados de Cs; g(x,y) = 10,32
C! — 0111110010101100 = gerados de Cs; g(,y) = 10, 32
C) —1100010100101001 = gerados de Cy; g(z,y) = 2,76.

3.2 Cruzamento

Tem-se vérias formas para se obter o cruzamento, neste curso serd utilizada a se-
guinte técnica para se fazer o cruzamento:

Antes do cruzamento: Depois do cruzamento:
C,=[1011100011010010 ] C,’ =[ 1011100010000111 ]
C, =[0001101010000111 ] C,’ =[ 0001101011010010 ]

Figura 3.3: Representagao do Operador Cruzamento

Seja o ponto k que define a posi¢ao de cruzamento na cadeia de bits de cada
cromossomo escolhido aleatoriamente. A quantidade de cromossomos a ser subme-
tida ao processo de cruzamento é definida através da probabilidade de cruzamento
Pe, especificada pelo usuario. Cada cadeia é partida neste ponto k e todas as
informacoes do cromossomo A, a partir do ponto escolhido, sdo copiadas para o
cromossomo B e vice-versa, conforme esquematizada na Figura 3.3.
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O processo de escolha de quem serd cruzado deve ser feito em pares, sorteando
niimeros randémicos (r;). Quando nao for possivel formar os pares um novo sorteio
deverd ser feito até obter os pares necessarios para o cruzamento. Por exemplo, se
r; for menor que a probabilidade p., entao o cromossomo C;’ serd selecionado.

Na maioria das literaturas especializadas, a probabilidade de cruzamento é de
Pe = 25%, a qual serd adotada neste trabalho.

Apés de ter feito isso, temos que gerar um novo numero randémico para de-
terminar a posicao k, onde duas novas cadeias sdo formadas pela troca de todos os
caracteres compreendidos entre as posicoes k + 1 e m. Esta posicao k é determinada
pela seguinte férmula:

kE=1+rand[(m—1)—1]. (3.7)

Dando continuidade ao Exemplo (3.2) em estudo, submetem-se as populagoes
(Cy) ao cruzamento. Sejam os seguintes numeros randémicos, 7;:

r1 — 0,50 = C1 > p.
ro — 0,17 = C4 < p.
r3—0,40$0§>pc
r4—0,15:>C'fl<pc
rs — 0,20 = Cf < p.
re — 0,23 = C§ < pe

sendo selecionados para o cruzamento, os cromossomos Cs e Cy; CL e C§.

Agora, é s6 gerar um numero randomico para determinar k, a posicao de cruz-
amento usando a Equacdo (3.7). Seja rand = 0,7; segue-se que:

ko= 1+40,7[(16—-1)—1=1+0,7(15 — 1)

k= 140,7.14 = k = 10,8.

Como k é um numero inteiro, entao k = 11. Dali,

C% —1000010100100111
C}, —0111110010101100.

Trocando os caracteres, tem-se:

C% —1000010100101100
¢} —0111110010100111

e

Cl —0111110010101100
C§ —1100010100101001.
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Trocando os caracteres, tem-se:

CY —0111110010101001
C{ —1100010100101100.

Assim, apés a aplicagao do operador cruzamento, a populagao é dada por:

C! —1001000100000001; g(z,y)

CY —1000010100101100; g(z,y) = 16, 72.
C% — 1001000100000001; g(z,y)

C —0111110010100111; g(z,y)

C —0111110010101001; g(z,y) = 10,67.
C! —1100010100101100; g(z,y) =

3.3 Mutacao

A mutagdo é uma modificagdo aleatdria do valor de um alelo da cadeia. Caso o
alelo escolhido seja zero passa a ser um e vice-versa, conforme esquematizado na
Figura 3.4.

Segundo Haupt [7], uma técnica de se fazer a mutacao é gerar pares (a, b)
randoémicos onde a representa a linha e b representa a coluna da mudanga do bit.
Nesta forma de aplicar o operador mutagao exclui-se da selecao o melhor cromos-
somo. No exemplo em estudo, sejam os pares (1, 10) e (5, 3), logo tem-se (o
cromossomo Cs’ nao serd objeto de mutacao por apresentar o maior valor para a
funcéo objetiva):

(1,10) = Cy e posicao 10
1001000100000001 = 1001000101000001
(5,3) = C¥ e posicao 3
0111110010101001 = 0101110010101001

Descendente: C, =[ 1001000100000001]

Apds a mutago: C,” =[1001000101000001]

Figura 3.4: Representagao do Operador Mutagao

Neste curso, sera utilizada outra metodologia onde se seleciona randomicamente
uma posicao em um cromossomo, obedecendo a probabilidade de mutagao py,, €
muda o valor deste bit.
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Posicio  Cromossomo Probabilidade (py,)

13 Cy 0,009
39 Cy’ 0,0025
83 Cg” 0,0004

Tabela 3.2: Selecao da posicao para aplicagao do operador mutagao

O processo de mutagao é controlado por um parametro fixo p,,, probabilidade
de mutacao, que é geralmente recomendado como de 1%. Este operador tem um
papel importante e necesséario, porque a reproducao e o cruzamento podem per-
der material genético potencialmente tutil. O operador de mutagao protege os al-
goritmos genéticos contra perdas irreparaveis. Tomada isoladamente, a mutacao se
constituiria na exploracao aleatéria do espago das cadeias. Utilizada com cuidado,
juntamente com os outros dois operadores, protege-se o procedimento da perda
prematura de informacées importantes [2].

Aplicando o operador mutagao ao Exemplo (3.2) em estudo, torna-se necessario
gerar 96 (m x N) ndimeros randémicos r entre [0,1]. Se r for menor que a
probabilidade p,, = 0,01 sera feita a mutacdo no bit correspondente. Considere
que foram gerados 96 nimeros r entre 0 e 1 e que trés tiveram probabilidades me-
nores que p,,. Foram os seguintes nimeros r:

ri3 = 0,009 < p,, = 0,01
r39 = 0,0025 < p,,, = 0,01
ras = 0,0004 < py, = 0,01

Considerando a populagao atual,

C{ —1001000100000001
CY —1000010100101100
C% —1001000100000001
C} —0111110010100111
CY —0111110010101001
C{ —1100010100101100

torna-se possivel selecionar a posicao onde deve-se ocorrer a mutacao, conforme
Tabela 3.2.

Submetendo os bits 13, 39 e 83 ao processo de mutagao tém-se:

C{ —1001000100001001
CY —1000010100101100
C% —1001001100000001
C} —0111110010100111

Y —0111110010101001
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Cromossomos T Yy g(z, v)
C;’-1001000100001001 9,14 8,04 11,52
C,” —1000010100101100 9,04 8,35 16,72
C3” —1001001100000001 9,15 8,00 10,68
C,”— 0111110010100111 8,97 9,31 11,06
Cs”- 0111110010101001 8,97 9,33 10,63
Cg”— 1110010100101100 9,80 8,35 -2,09

Xg(z,y) 58,52

Tabela 3.3: Cromossomos da populacao apds a 1% geracao

C{ —1110010100101100.

Apoés a aplicacao dos trés operadores, tem-se encerrado o ciclo da 1% geracao.
Assim, torna-se interessante observar os valores das func¢oes de adaptacao para se
ter uma idéia de como estd ocorrendo a evolugao dos cromossomos da populagao
inicial. Estes dados podem ser acompanhados na Tabela 3.3.

Observando as Tabelas 3.1 e 3.3, nota-se que a populagao inicial melhorou no
sentido de caminhar na dire¢ao da maximizacao da fungao objetiva, apés aplicar os
trés operadores. Observa-se que o valor de > g(x,y) passou de 36,92 para 58,52.
Nesta primeira iteragao, o ponto étimo obtido corresponde a: x= 9,04 y= 8,35 e
f(x,y)= - 16,72. Obviamente, executando outras iteragoes espera-se uma adaptacao
muito melhor da populagao.

3.4 Exemplo Ilustrativo

Neste caso, o problema de obtencao das raizes de equagoes nao-lineares serd tra-
tado como um problema equivalente, no qual procura-se o maximo de uma fungao
objetivo. Ou seja, a solugao de f(z) = 0 serd obtida através da fungao objetivo (ou
funcdo de mérito) escrita como:

F,, = max — |f(z)]. (3.8)

A titulo de ilustracao, considere a equacao
ez —1)*=0 (3.9)
cujo zero pode ser calculado usando a Equacgao 3.8, ou seja,

Fy, = —|e®(z — 1)3]. (3.10)

Os respectivos gréaficos estdo representados nas Figuras 3.5 e 3.6. Pode-se ob-
servar que os valores dessa funcao de mérito estarao sempre situados no intervalo
(—00,0].
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Para a utilizacao dos algoritmos genéticos adotou-se a codificagao binaria, cujo
tamanho do cromossomo depende da precisao requerida, para representar os valores
reais da varidvel .

Para o exemplo considerado, f(z) = e® (z — 1)?, seja o dominio da varidvel x
dado pelo intervalo [-1,2], de amplitude 3. Seja a precisdo adotada 1072, Assim, o
intervalo [-1,2] deve ser dividido em, pelo menos, 3 x 10 subintervalos iguais. Isto
significa que é necessério um vetor binédrio (cromossomo) com 12 bits, pois

2048 = 2 < 3000 < 2'2 = 4096.

expQ . (1 )3

£60

Figura 3.5: Representacao Gréfica de f(z) = e® (z-1)3

Conforme apresentado na secgao anterior os cromossomos sao gerados aleatoria-
mente e para o calculo da fung@o objetivo seguem-se as seguintes etapas:

1. Conversao da cadeia bindria < by; byg... bg > da base 2 para a base 10.

11 ‘
(<b11b10 s b0>)2 = E b; x 2 = Z;
=0

2

2. Determinagao do nimero real x correspondente:

_2-(=1) -
r = 7170 + xﬁéz == 71,0 + l’ﬁ,

onde -1,0 é o limite inferior do dominio e 3 é a amplitude do mesmo
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=
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-1 05 0 05 1 18 g 2
Figura 3.6: Representagao Grafica de F,,, = - | e® (x-1) 3 |

Por exemplo, o cromossomo (010100011100) representa o nimero 0,91; uma vez
que

T = (010100011100)2 = 1308

z=-1,0+130852- = 0,91 e f(0,91) = *91(0,91 — 1) = —0,0018111.

Obviamente, os cromossomos (000000000000) e (011111111111) representam os
extremos do dominio —1,0 e 2, 0; respectivamente.

Utilizando o cédigo computacional GAOT, toolbox do Matlab®07 obteve-se o
valor maximo do funcional F'm, que corresponde & raiz da equagao f(z) = 0, dado
por:

&€ =0,99999999965708.

3.5 Exercicios

I) Obter a raiz, para as fungdes e intervalos apresentados na Tab. 3.4, aplicando
algoritmos genéticos. (Utilizar o cédigo computacional GAOT, toolbox do
Matlab®.)
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Exemplo f(z) Intervalo
a (x-1)e™ ™™ + x™; n=15 0;1

b (cos(x) — x.e”7%)"3 0;3

c (x-10) x +23 — x%0-4 0;7

d 22 (L5 4 V2sen(x) - V3 -1; 2]

e 2 x + In(x) 0.1;1]

f x93 47 - &% 0:5

g el (x-1)10 -1 0;2

h x?2 —In(x) -2 [1;3]

Tabela 3.4: Equacoes para obtencao das raizes

IT) Utilizando o cédigo computacional GAOT, toolbox do Matlab®, obter o
minimo das seguintes fungoes:

Adotar X; € [—10, 10].
F(X)=10X{ — 20X X, + 10XZ + X? —2X, + 5;
F(X) =100 (X, — X2) + (1-Xx,)%;

F(X)= X! + X5 +32X, —4X, + 52

F(X) = (X, +10X,)> + 5(Xs—X,)% 4+ (Xy—2X4)"
+10 (X17X4) ;

F(X)= X{ +2X; X, +2X7 + X5 — X, X3+ X; +3Xy — X3;

(f)
F(X)= (X, 42X, -7 + 2X, + X, — 5)°

ITI) Sob a ac¢ao de uma forga F, o sistema move de A até a posigao de equilibrio
B. Obtenha esta posicao de equilibrio, que corresponde a minima energia
potencial:

min Ep = Wy — F x,

onde
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x =L sinf
y = L(1—cosf)

Dados:
W = 500 N;
F =100 N;
L=25m.

Restricoes laterais: § € [0, 7/2].

Y
4
’ :’E
\
\
\
A
\
\
\
\\
250 cm \
N
AN
. R
! )
N

oA
SNom

IV) Determinar a posi¢io de equilibrio estdtico de um sistema constituido de 2
molas (K; e Ks) solicitado por duas forgas constantes (P e P3y), de forma a

minimizar sua energia potencial:

2
min Ep = 0,5K; [\/Xf + (b — X2)% — ll}

+ 0,5K, [\/X% (s + Xo)? — 12}

Dados:

- P Xy — P, Xo.
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P, =Py =5N;K; =8N/em; K =1 N/em;
l; =1, =10 cm .

Restrigoes laterais: X; € [0, 10].

Lw»10cm

Py 6N

_r——_—' '_)P|-m

L=10cm




Capitulo 4

Simulated Annealing

Simulated Annealing pertence a mesma classe dos métodos das Redes Neurais e
Algoritmos Genéticos, no sentido que simulam métodos Naturais. O algoritmo
Simulated Annealing permite uma 1til conecgéo entre a mecénica estatistica (com-
portamento de um sistema de varios graus de liberdade em equilibrio térmico a
uma temperatura finita) e a otimizacdo combinatéria (encontrar um minimo de
uma dada funcdo dependendo de vdrios parametros). Alguns resultados publicados
utilizando Simulated Annealing, em particular devido aos esquemas de resfriamento
rapido [11], tém merecido a atencdo de fisicos e engenheiros.

Este método de otimizagao faz uma analogia com o processo de recozimento
(annealing) da metalurgia. Sabe-se da Metalurgia que, se o metal é resfriado em
condigoes apropriadas, o cristal simples pode ser obtido [9]. No recozimento o metal
é aquecido a altas temperaturas, causando um choque violento nos atomos. Se o
metal for resfriado de forma brusca, a microestrutura tende a um estado rando-
micamente instavel, porém, se o metal é resfriado de forma suficientemente lenta,
o sistema procurard um ponto de equilibrio caracterizado por uma microestrutura
ordenada e estavel.

As varidveis de projeto sao perturbadas randomicamente e armazena-se o mel-
hor valor da fung@o objetivo a cada perturbacdo. A temperatura é entdo reduzida
(annealing) e novas tentativas executadas. Este procedimento continua até esca-
parmos de um minimo local. Ao final do processo é possivel que se obtenha um
minimo global.

Metropolis et al [12], introduziram um método numérico simples que representa
o estato equilibrio de um conjunto de atomos a uma dada temperatura. A analogia
com o processo de otimizacao pode ser feita analisando a Figura 4.1.

Seja AE a energia de um sistema de dtomos a uma temperatura T. Em cada
passo do algoritmo, é dado um deslocamento aleatério a um dtomo, o que implica
uma nova energia do sistema AE. Se esta nova energia AE é menor ou igual a zero
(AE < 0), o deslocamento é aceito, caso contrério (AE > 0), a probabilidade da
configuracdo ser aceita serda dada pela equacao
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Figura 4.1: Analogia entre o processo de otimizacao e o recozimento simulado

P(AE) = (FF) (4.1)

onde K; é a constante de Boltzmann.

Um numero randémico r, uniformemente distribuido, deve ser gerado no inter-
valo [0, 1]. Se r < P(AE) a nova configuragao ¢ aceita. Se r > P(AE) a configuragao
anterior é utilizada para iniciar um novo passo.

A escolha da funcdo de probabilidade P(AE), conforme acima descrito, se deve
ao fato de que o sistema evolui segundo uma distribuicdo de Boltzman.

Os parametros do algoritmo s@o: a funcao custo, que representa a energia do
sistema; as varidaveis de projeto, que descrevem sua configuragao e a temperatura,
que é um parametro de controle [3].

Se T tiver magnitude muito superior ao desvio padrao da funcao no intervalo,
quase todos os pontos sdo aceitos. Ao passo que se T for igual a zero, o método se
torna uma busca aleatéria do minimo. Assim, adota-se: T; como o valor do desvio
padrao da fungao objetivo no intervalo estudado e Ty com a ordem de grandeza
desejada para o precisao do ponto étimo.

4.1 Implementacao do Método
Na otimizagao via Simulated Annealing considera-se:

e A perturbacao randémica das variaveis de projeto;

e A manutencao do melhor valor da fungao objetivo.

Apés algumas tentativas o melhor valor da fungéao é chamado de centro, em
torno do qual ocorreram as perturbagoes na proxima temperatura.
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A temperatura é entao reduzida (annealing) e novas tentativas executadas. Este
procedimento continua até escaparmos de um minimo local. Ao final do processo é
possivel que se obtenha um minimo global.

O algoritmo do método, desenvolvido por Saramago et al [16], pode ser acompan-
hado através da Figura ?7?. Os parametros de controle para iniciar o procedimento
sa0:

e A funcéo objetivo F(X);
e As varidveis de projeto iniciais (X);

e O niimero de varidveis de projeto(nvars);

A temperatura inicial T;;

A temperatura final T';

O nuimero de iteragoes para cada temperatura (niters);

O numero de temperaturas (ntemps);
e O nuimero de avaliagoes da fungao objetivo (maxcalls);

e O critério de parada.

A configuragdo inicial das varidveis de decisdo é adotada como centro. O valor
inicial da funcéo objetivo adotado como o melhor valor (best fucntion value).

No préximo passo, o numero randoémico r é gerado e as varidveis sdo modificadas
(“shake”):

T=1T1+re —1r3 —714 (4.2)
e
T — TYi2
12 (4.3)
r = center T™r.

Na Equagao 4.2 observa-se que quatro valores randémicos sao gerados, de forma
que a varidvel r seja adotada como média zero [11]. Assim, uma nova configuracao
é obtida pela Equagao 4.3 e um novo valor da funcao objetivo pode ser calculado.

O esquema inicia-se com uma temperatura alta, que é reduzida discretamente
(usando o fator r; , 0 < 1y < 1) até que o sistema “resfrie”, conforme as expressoes
abaixo:

Ty = ettemp! (4.4)
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A temperatura é entdo reduzia e novas tentativas executadas. Este procedi-
mento continua até escaparmos de um minimo local. Ao final do processo é possivel
que se obtenha um minimo global.

Para otimizar problemas restritos, o algoritmo deve ser modificado, conforme
apresentado na proxima secao. Utilizando o método das configuragoes vidveis, para
cada nova configuracao verifica-se se as restrigoes sao satisfeitas. Encontra-se em
estudo a utilizacdo de funcoes de penalidade para se trabalhar com problemas de
otimizagao restritos.

4.2 Exemplo Ilustrativo

Com finalidade de comparar os resultados, vamos considerar o problema de mini-
mizacao definido na se¢do anterior:

g(x,y) = zsen(4z) + 1, lysen(2y) (4.5)

no intervalo, 8 < z < 10, 8 < y < 10, que define a regiao viavel do problema.

Considere os seguintes os dados de entrada para o programa:

nvars= 2

XL =[8§]
XV = [ 10 10]
ntemps=10
niters = 300
T; =0.5

T; =0.01

maxcalls=10000.

Utilizando o cddigo computacional AS desenvolvido por Saramago et al [16],
obteve-se o0 seguinte ponto étimo:

x=9,0388, y=28,6682 e g(z,y) = —18,5547.

4.3 Exercicios

I) Obter a raiz, para as fungoes e intervalos apresentados na Tabela 3.4, apli-
cando Simulated Annealing. (Utilizar o cédigo computacional SA)

IT) Obter o minimo das seguintes fungoes:
Adotar X; € [—10,10].
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(a)
F(X)=10X{ —20X{X, + 10X7 + X? — 2X, + 5;

F(X) =100 (X, = X7)" + (1= X,)%;
F(X)= X{ + X5 +32X, —4X, + 52

FX) = (Xy 7L10XQ)24+ 5(X3*X4)24
+ (X2—2X3) + 10 (Xl—X4) ;

F(X) = X} +2X,X, + 2X3 + X?
7X2X3+X1 +3X27X3;

(f)
F(X) = (X, 42X, -7)% + 2X, + X, — 5)°.

III) Sob a acdo de uma forga F|, o sistema move de A até a posigdo de equilibrio
B. Obtenha esta posicao de equilibrio, que corresponde & minima energia po-
tencial:

min Fp = Wy — Fzx

onde

x =L sinf
y = L(1—cosf)

Dados: W =500N; F =100N; L=25m,0¢€][0,n/2]

IV) Determinar a posi¢do de equilibrio estdtico de um sistema constituido de 2
molas (K; e Ks) solicitado por duas forgas constantes (P e Py), de forma a
minimizar sua energia potencial:

2
min Ep = 0,5K1 {\/Xlz + (ll - X2)2 — 11:|

2
+0,5K; {\/Xl2 T+ Xa)2 — 12} ~ P Xi — P Xo.

Dados: P; = P, =5N; K; =8N/ecm;=1N/cm; [; =l =10 cm.
Restrigoes laterais: X; € [0, 10].
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