NOTAS EM MATEMATICA APLICADA BE-ISSN 2236-5915

Volume 4, 2012

Editado por

Eliana X.L. de Andrade
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Sao José do Rio Preto, SP, Brasil

Rubens Sampaio
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro -

Rio de Janeiro, RJ, Brasil

Geraldo N. Silva
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Sao José do Rio Preto, SP, Brasil

S Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

2012



A Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional
- SBMAC publica, desde as primeiras edicoes do evento, monografias
dos cursos que sao ministrados nos CNMAC.

Para a comemoracao dos 25 anos da SBMAC, que ocorreu durante
o XXVI CNMAC em 2003, foi criada a série Notas em Matematica
Aplicada para publicar as monografias dos minicursos ministrados
nos CNMAC, o que permaneceu até o XXXIII CNMAC em 2010.

A partir de 2011, a série passa a publicar, também, livros nas areas
de interesse da SBMAC. Os autores que submeterem textos a série
Notas em Matematica Aplicada devem estar cientes de que poderao
ser convidados a ministrarem minicursos nos eventos patrocinados pela
SBMAC, em especial nos CNMAC, sobre assunto a que se refere o
texto.

O livro deve ser preparado em Latex (compativel com o Mik-
tex versao 2.7), as figuras em eps e deve ter entre 80 e 150
paginas. O texto deve ser redigido de forma clara, acompanhado de
uma excelente revisao bibliografica e de exercicios de verificagao
de aprendizagem ao final de cada capitulo.

Veja todos os titulos publicados nesta série na pagina
http://www.sbmac.org.br /notas.php

JHWC Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

2012



METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

Amélia Novais
Departamento de Matematica Aplicada
Universidade Estadual de Campinas
Campinas - SP
amelia@ime.unicamp.br

Maria Cristina de Castro Cunha
Departamento de de Matematica Aplicada
Universidade Estadual de Campinas
Universidade Desconhecida
Campinas - SP
cunha@ime.unicamp.br

S Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

Sao Carlos - SP, Brasil
2012



Coordenacao Editorial: Geraldo Nunes Silva
Coordenacao Editorial da Série: Geraldo Nunes Silva
Editora: SBMAC

Capa: Matheus Botossi Trindade

Patrocinio: SBMAC

Copyright (©2012 by Amélia Novais e Maria Cristina de Castro Cunha.
Direitos reservados, 2012 pela SBMAC. A publicacao nesta série nao
impede o autor de publicar parte ou a totalidade da obra por outra
editora, em qualquer meio, desde que faca citacao a edicao original.

Catalogagao elaborada pela Biblioteca do IBILCE/UNESP
Bibliotecaria: Maria Luiza Fernandes Jardim Froner

Novais, Amélia.
Métodos Numéricos para Equagoes Diferenciais Parciais
- Sao Carlos, SP: SBMAC, 2012, 66 p., 20.5 cm
- (Notas em Matemadtica Aplicada; v. 4)

e-ISBN 978-85-86883-73-6
1. Matematica Aplicada. 2. Métodos Numéricos.
3. Equacoes Diferenciais Parciais. 4. Computacao Cientifica.

I. Novais, Amelia. II. Cunha, Maria Cristina de Castro.
ITI. Titulo.IV. Série.

CDD - 51

Esta é uma republicacao em formato de e-book do livro original do
mesmo titulo publicado em 2003 nesta mesma série pela SBMAC.



Agradecimentos

As pessoas que no desenvolvimento deste trabalho contribuiram de diferentes
formas para sua realizacao. Em particular, agradecemos a Jorg Schleicher por ter
lido e dado sugestoes para melhorar o texto.

Ao CNPq e a FAPESP pelo apoio financeiro.



vi



vii

PREFACIO DA SERIE

A Sociedade Brasileira de Matemética Aplicada e Computacional - SBMAC,
desde a realizacao do primeiro CNMAC - Congressso Nacional de Matemédtica Apli-
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monografias dos cursos ministrados nos CNMAC. O livro correspondente a cada
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exercicios de verificagdo de aprendizagem. A clareza do texto é um dos fatores mais
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A colegao incluird, gradativamente, os textos dos Encontros Regionais de Ma-
tematica Aplicada e Computacional, os ERMAC e de outros eventos patrocinados
pela SBMAC.

Além disso, é objetivo desta colecao publicar volumes com coletaneas de pre-
prints de trabalhos apresentados em reunites cientificas patrocinadas pela SBMAC.

Esta primeira colegao, composta das monografias dos minicursos do XXVI CN-
MAC, foi especialmente preparada em comemoragao aos 25 anos da SBMAC.
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Capitulo 1

Modelos basicos em EDP

1.1 Introducao: olhar a floresta através dos deta-
lhes das arvores

A matematica participa do permanente didlogo do Homem com a Natureza. Ja
nas suas origens, a matematica primitiva necessitou de demandas praticas para se
desenvolver; hoje as mais diversas areas da ciéncia e tecnologia utilizam simulado-
res computacionais para otimizar processos, realizar testes nao destrutivos, enfim
inimeros aplicativos. Desta forma, é natural que os Modelos Matematicos ten-
ham papel importante na Histéria das Ciéncias. Através de modelos procuramos
agrupar fatos da fisica, biologia, quimica e outras areas, para a identificacao do
problema matematico adequado. Mais ainda, estes problemas matemaéticos devem
ser encaminhados a compartimentos de uma estrutura de analise e resolucao de
equagoOes matematicas que ja foram construidas, ou estdo sendo construidas. Eis
porque a matematica é chamada de linguagem da ciéncia.

A mecéanica newtoniana é considerada por muitos a maior das teorias cientificas
desenvolvidas pelo Homem por ser uma investigacao matematica para uma ampla
gama de fenémenos do mundo fisico. No universo newtoniano os planetas percorrem
rotas preestabelecidas por equagbes matematicas simples. Existe um mundo real
onde as magas caem para baixo; por outro lado existe um mundo revelado por
Newton (1642-1727) no qual os objetos materiais se atraem uns aos outros em
proporgao a sua quantidade de massa. Hoje sabemos que ao tracar a conexao
entre forgas qualitativas e propriedades quantitativas houve um desvio do rumo
da Humanidade. Newton criou a linguagem do céalculo diferencial, apoiado pela
geometria analitica de Descartes (1596-1650), que possibilitou a associagdo entre o
fato fisico, a atracao dos corpos, e equagoes matemaéticas, as leis de Newton.

Num paréntese, é interessante observar que embora a operacao de diferenciacao
tenha surgido de problemas sobre tangentes a curvas e de questoes de méaximo
e minimo, o cédlculo foi mais explorado, a partir do século XVIII, em aplicagoes
a mecanica, a astronomia, hidraulica, construgao de navios, questoes de artilharia,
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conservagao de energia, enfim nos mais variados campos ligados ao desenvolvimento
industrial e do conhecimento humano.

Viérios matemadticos ficaram célebres por estudar conseqiiéncias das leis de New-
ton utilizando simbolos matematicos que representassem movimentos, principios de
conservagao enfim equagoes que envolvam taxas de variagao de suas varidveis. Es-
tes matematicos nao so caracterizavam os problemas matematicos associados aos
fatos que queriam analisar, criando modelos matematicos, como desenvolviam os
meios de resolver estes problemas, isto é, desenvolviam métodos mateméticos. Em-
bora seja impossivel apresentar nestas notas um levantamento histérico justo, nao
podemos deixar de citar os que deram os passos iniciais na exploragao do célculo
através das equacoes diferenciais. A familia Bernoulli, com seus doze matemaéticos
que viveram no perfodo de 1623 a 1863, Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813) e
Laplace (1749-1827) tém seus trabalhos usados até os nossos dias.

Podemos resumir a forma como a matematica aplicada é usada na crescente
compreensao da Natureza nas trés etapas:

e Formulagao do problema cientifico que queremos estudar numa linguagem
matematica.

e Solucgao do problema matematico criado.
e Interpretagao desta solucao e verificagao de sua validade.

E comum a tendéncia de valorizar excessivamente a segunda etapa em detri-
mento das outras duas. Isto torna o matematico um especialista em manipulagao
de técnicas. E claro que o conhecimento dos métodos mateméticos e habilidade
em manipuld-los é necessdrio. Entretanto, sé vamos alcancar o objetivo maior (a
compreensdo da Natureza) se também soubermos formular problemas e extrair con-
clusoes e implicagoes verificaveis pela experiéncia. Talvez esta seja a diferenga mais
marcante entre atitudes dos matematicos puros e aplicados. Entretanto as duas
areas tém objetivos muito préximos num processo de realimentagao mutua, como
mostram teorias matematicas criadas pela necessidade de mostrar fatos rigorosa-
mente dentro da abstracao, generalizagao e formulacao axiomética que caracteriza
a matematica.

Estas notas tém como objetivo apresentar alguns aspectos da modelagem usando
equagoes diferenciais. Inicialmente obtemos algumas equacoes diferencias bésicas a
partir de principios fisicos estabelecendo modelos matematicos para os processos
fisicos. Na etapa de solucao destes modelos vamos explorar métodos numéricos
que permitam encontrar aproximagoes para as solugoes analiticas. Apresentamos a
discretizacao e questoes matemaéticas associadas a esta forma de resolver os proble-
mas: as questoes de consisténcia, estabilidade e convergéncia. Finalmente, destina-
mos um capitulo as equagoes cujas solugoes apresentam variagoes bruscas ou descon-
tinuidades, casos cada vez mais freqilientes nos dias de desenvolvimento tecnolégico
galopante.
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1.2 Modelos usando equacoes diferenciais

Os modelos matematicos, modelos nestas notas, sao representagoes na linguagem
matematica das caracteristicas relevantes de uma situagao que queremos estudar.
Assim, modelos sdo equacoes, escritas usando simbolos mateméticos, que resume
de forma simplificada parte de fatos reais. Estas equacoes sao criadas com algum
objetivo e na sua formulagao definimos as incégnitas que nos interessam que, em
geral, dependem de outras varidveis, as varidveis independentes.

Nestas notas estaremos interessados em modelos cujas incognitas sao fungoes que
aparecem sob a operagao de diferenciagdo (as chamadas equagoes diferenciais).
Assim, as equacgoes diferenciais descrevem processos nos quais as taxas de variacao
das funcgoes incégnitas dependem de seus valores passados, ou do presente, ou no
contorno do dominio destas fungoes.

Vamos ilustrar isto com dois exemplos.

1. E natural supor que a taxa de variagao da populagao de uma espécie seja
proporcional a populagao atual desta espécie. Para representar matematicamente
esta frase vamos denotar por P(t) a populagdo desta espécie num instante genérico
t. A taxa de variagdo da populagio seré dada por

dP . AP
T T A A (1.1)
Assim, a equacao diferencial
P
dd—f) — (1) P(t) (1.2)

representa na linguagem matemaética a afirmacao a taza de variagdo da populagdo é
proporcional & populagao. Observe r(t) que caracteriza a proporcionalidade também
varia com o tempo refletindo restrigoes, como, por exemplo, questoes alimentares,
mortalidade maior em superpopulagoes, etc. Terfamos assim um modelo preliminar
para o crescimento populacional.

2. Na mecanica newtoniana as forgas estao relacionadas a aceleragao, que é
a derivada da velocidade com relagao ao tempo, ou ainda, a derivada de segunda
ordem do espaco percorrido:

dmv) d, dX

ﬁ: = — -
dt dt(m dt ),

(1.3)

sendo F um vetor que representa a resultante das forcas aplicadas, m a massa, U o
vetor velocidade e X o vetor posigao. Vemos assim que a lei de Newton é uma fonte
de equagoes diferenciais usadas nos modelos da mecanica dos sélidos, dos fluidos,
etc.

Em modelos mais gerais a fungao incégnita pode depender de duas, ou mais
variaveis. Por exemplo, no estudo do movimento de um meio continuo o que se
pretende é conhecer a posicao de cada ponto, como uma fungao do tempo ¢. E
usual associar um ponto genérico & = (z,y, z) & sua posi¢do num tempo inicial ¢,
A, isto 6, & = Z(A,t), Z(A, to) = A.
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Neste caso a velocidade é calculada pela derivada parcial

S 0T , -
U(‘T7t) = E(Avt)a (14)

e, portanto, as equacoes diferenciais contém derivadas parciais.

Chamam-se Equagoes Diferenciais Parciais, EDP, os modelos que envolvem
derivadas de funcoes incognitas que dependem de duas, ou mais variaveis.

Na modelagem matematica o melhor dos casos seria encontrar solugoes exatas
para as equagoes diferenciais, a solugao analitica para o modelo que estamos estu-
dando. Entretanto, os métodos disponiveis para este fim ainda tém limitagoes fortes
frente os modelos atuais. Algumas vezes para encontrar solugdes analiticas temos
de simplificar tanto o modelo que o objetivo da modelagem fica comprometido.

A dificuldade de resolucao das equacoes diferenciais por meios analiticos favore-
ceu ao desenvolvimento dos métodos numéricos como forma de encontrar solugoes
aproximadas. Embora muitos dos métodos numeéricos eficientes ja fossem conheci-
dos antes do século XX, eles eram comprometidos pela necessidade de execucao de
calculos manuais ou em equipamentos muito primitivos. Nos ultimos cinqiienta anos
o desenvolvimento de computadores cada vez mais poderosos e versateis ampliou
a gama de problemas que podem ser investigados por meio de métodos numéricos.
Vemos hoje um crescente desenvolvimento de simuladores numéricos, eficientes e
robustos, nos mais diversos campos da computacao cientifica.

E comum o uso da palavra simulador para designar programas computacio-
nais que tenham como base as equagoes diferenciais que modelam um processo em
andlise. Assim, os simuladores resolvem modelos matematicos que tém como base
equagoes diferencias por meio de métodos numéricos.

1.3 Processos difusivos: equagoes parabdlicas

Nesta secao vamos usar o Principio da Conservacao de Energia, na forma
de calor, para obter uma equacao diferencial que representa matematicamente este
principio. Esta é a Equacao do Calor, protétipo das equagoes parabdlicas que
sao amplamente usadas no estudo de processos difusivos.

Consideremos uma barra de comprimento L com as seguintes caracteristicas:

e O material que compoe a barra é homogéneo;

e As segOes retas da barra sdo iguais, com area S, e a distribuicdo de tempera-
tura é uniforme nas segoes retas;

e A barra esté lateralmente isolada.

Com estas hipoteses podemos identificar o corpo fisico, uma barra de comprimento
L, a um cilindro de segao .S com eixo posicionado longitudinalmente na direcao do
eixo dos . Ou seja, identificamos o corpo fisico a uma regiao do espago tridimensio-
nal delimitada pela superficie lateral do cilindro e por segoes retas perpendiculares
ao eixo-z, localizadas em x =0 e x = L.
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O Principio da Conservacgao do Calor nos diz que:

A quantidade de calor acumulada numa regigo V, por unidade de tempo, € igual
a resultante do fluxo de calor, que passa pela fronteira de V, somada & quantidade
de calor gerada no interior de V, por unidade de tempo.

Os simbolos matemédticos podem ser usados para rescrever cada uma das trés
parcelas que estao presentes no balanco acima — termo de acumulagao, termo do
fluxo e o termo de geracao. Esta é a forma de obter uma equagao matematica que
represente um principio fisico.

Vamos detalhar cada uma das parcelas separadamente considerando uma porc¢ao
arbitraria da barra, V', delimitada por secoes retas localizadas em x =m e x = n.

A quantidade de calor acumulada em V pode ser calculada usando o conceito
de capacidade calorifica do material que compoe a barra. O calor especifico do
material, aqui denotado por ¢(z,t), é, por defini¢do, a quantidade de calor, AQ,
necessério para elevar de Au a temperatura de uma unidade de massa. Assim, num
elemento de volume AV = SAz o calor acumulado serda AQ = cpuSAx, na qual p
é a densidade do material e u é a temperatura, medida num referencial fixo. Nesta
notagao, a taxa de variacao, no tempo, da quantidade de calor na regiao m < z < n,
pode ser escrita como:

n n

% = % /m epSu(z,t)dr = /m %(cpSu)dI. (1.5)

Passemos ao cdlculo do fluxo de calor que atravessa a fronteira de V. Como estamos

supondo que a barra tem a superficie lateral isolada, o fluxo de calor se da nas segoes

retas localizadas em x = m e x = n. A Lei de Fourier nos diz que a taxa de variagao

do fluxo de calor por unidade de drea e unidade de tempo (na dire¢ao de crescimento
de z) é proporcional & derivada da temperatura neste ponto,

Ju

J=—k P (1.6)

Esta é uma Equagao Constitutiva que informa como se difunde o calor no ma-

terial que compoe a barra, através da condutividade térmica, k. O sinal negativo

é colocado de modo que, sendo k positivo, o fluxo ocorra na dire¢ao da diminuigao

Oou
%(m,t) e

da temperatura. Nesta notacao como calor que entra no cilindro é —kS

0
calor que sai do cilindro é —kS B—Z(n, t), a resultante do fluxo de calor é o calor que
entra menos o calor que sai, isto é,
ou ou
kS—(n,t) — kS— t). 1.

Por conveniéncia rescrevemos (1.7) na forma:

ou ou "o ou

O terceiro termo do balango de energia representa a energia gerada no interior da
porgao da barra, representada por V| serd escrito em termos de uma fungao f(z,t),
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a quantidade de calor gerada, por unidade de volume e unidade de tempo. Nesta
notagao, a quantidade de calor gerada em V', por unidade de tempo, é:

/" Sf(z,t)dx. (1.9)

Finalmente, usando (1.5), (1.8) e (1.9) no principio de conservagao do calor temos:

"0 "o 0 n
/m E(CpSu) de/ E (kSa—Z(x,t)> dm—|—/m Sf(z,t)dz, (1.10)

m

ou ainda,

/n (% (cpSu) — z—% (kS%(w,ﬂ) - Sf(x,t)) dx = 0. (1.11)

m

Esta é a equacao do calor, escrita na forma integral, ou forma conservativa
como também é chamada. Para escrevé-la na forma de uma equacao diferencial,
usamos um argumento matemético demonstrado por Dubois-Reymond: sendo a
integral nula num intervalo genérico (m,n), entdo o integrando é necessariamente
nulo. Assim, como S é constante, chegamos a equagao do calor, também chamada
equacgao da difusao:

% (cpu) — % (k%(z,t)) — f(z,t) = 0. (1.12)

Se admitimos que o calor especifico e a densidade nao variam com o tempo nem
com x, podemos dividir a equagao pela constante ¢ p, obtendo a forma mais comum
na literatura,

ou 0 [-0u 5
o2 (k%) T Fo 1), (1.13)

com k=k/cpe f=f/cp.

Os problemas fisicos tém condicoes de contorno que devem descrever mate-
maticamente o que estd acontecendo no contorno do corpo em estudo. Além da
razao fisica, adicionar condigoes extras a equacao diferencial é crucial na descrigao
adequada do problema, do ponto de vista matemaético. Em outras palavras, o con-
junto equacao diferencial, condigoes de contorno e condigoes iniciais, deve
ser um problema bem posto: ter uma tnica solucao e esta solugao deve depender
continuamente dos dados do problema (pequenas perturbagoes nos dados implicam
em pequenas variagoes da solugio).

Através da condicao inicial informamos como é a solugao no inicio do processo
em estudo, t = 0. No caso da equagdo do calor, equagao (1.13), a condigdo inicial é
uma funcao que traduz a distribuicao da temperatura no tempo que consideramos
inicial:

u(z,0) =up(x), 0 <z <L. (1.14)
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As condigoes de contorno devem ser usadas nas segoes retas localizadas em z = 0
e x = L, as quais podem ser dos seguintes tipos.
A temperatura conhecida nos extremos, Condigao de Dirichlet:

w(0,t) =g1(t) e u(L,t) =ga(t), t>0. (1.15)

O fluxo de calor é conhecido, incluindo o caso de fronteiras isoladas hy(t) =
ha(t) = 0, Condigao de Neumann:

ou @

S0 =hi(t) e o

A temperatura da vizinhanca da fronteira é conhecida, Condigao Mista. Neste
caso podemos usar a Lei do Fourier para obter a seguinte relagio (Farlow, pag 23):

(L,t) = ha(t), t>0. (1.16)

080, = Mu(0.) ~ a()] © OU(L1) = MolulL,t) (D), 120, (117)

A equagdo (1.6) caracteriza os processos difusivos, nos quais a magnitude do
fluxo depende da diferenca entre u(z, t) e os valores em pontos vizinhos, u(x+Ax,t).
Esta diferenga é representada em (1.6) pela derivada du/dx. Embora Fourier tenha
estabelecido esta relagao no estudo da difusao do calor, a mesma idéia pode ser usada
no estudo de difus@o de substancias, como, por exemplo, no estudo da poluicdo, ou
em outros modelos.

A seguir vamos aproveitar o desenvolvimento realizado para estudar a difusao
do calor para estabelecer um modelo matematico para a distribuigao de poluentes.

Suponhamos agora que u(x,t) mede a concentra¢ao de uma substincia, i.e.,
sua massa por unidade de volume de um meio que se desloca, por exemplo, uma
nuvem de fumaga. O movimento da substancia se dé tanto pela difusdo quanto por
correntes do meio. Denomina-se, em analogia ao transporte de calor, convecgao
a transferéncia da substancia que ocorre devido ao movimento do préprio meio.
Vamos realizar o balango de material numa porg¢ao do meio, no caso unidimensional,
V =[z,z + Ax],

Variagao da massa em V. = massa gerada em V' + variagao devido a Difusao
na fronteira + variagdo devido ¢ Convecgao de massa através da fronteira.

Os trés primeiros termos deste balango podem ser tratados como fizemos na
obtengao da equagao (1.13). Assim, nos resta incluir em (1.13) o termo convectivo.
Vamos admitir que o fluido se move com uma velocidade v, constante, positiva no
sentido do eixo-z. A variagdo de massa de substéncia em V (o que entra menos o
que sai) é:

" _Ou

vSu(m,t) —vSu(n,t) = fv/ Sa—dx. (1.18)
x

Incluindo esta expressao em (1.11) e fazendo os devidos ajustes, obtemos a equagao

convecgao-difusao:
du _ 0 (ka“> o2 L p ). (1.19)

m

at 9 \ oz Ox
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O modelo acima foi deduzido para barras, isto é, corpos fisicos nos quais a
dimensao numa das dire¢oes predomina sobre as dimensoes nas outras duas diregoes.
Se quisermos estudar a distribui¢do de temperatura em placas, corpos fisicos nos
quais as dimensoes em duas diregoes sao bem maiores que na terceira direcao,
repetimos as mesmas idéias aplicando os dois principios fisicos usados: conservagao
da energia, no caso na forma de calor, e a lei de Fourier numa regiao do plano.
Desta forma obtemos a equacao do calor no caso bidimensional, na qual estamos
interessados numa funcdo u(z,y,t) que satisfaca & equagédo diferencial:

ou 0 ([~ Ou 0 (> Ou ~
9 o (/{:1%) + a_y (kQa—y) + f(z,y,1), (1.20)

na qual podemos admitir valores diferentes para a condutividade, ki na direcao
x e ko na direcao y. Andalogo ao caso unidimensional devemos fornecer condigoes
iniciais e de contorno que tornem o problema bem posto.

1.4 Movimento longitudinal numa barra:
equacoes hiperbdlicas

Nesta se¢ao vamos analisar o movimento ao longo de uma barra cujo diametro médio
das secoes retas é pequeno quando comparado com o comprimento da barra. Em-
bora estas segoes retas possam variar nés vamos supor que a variacao de um ponto
da barra para outro é pequena. Sob estas hipdteses é razoavel supor que as segoes
retas permanecem planas durante movimentos longitudinais na barra. Também ad-
mitimos que a matéria que compoe a barra estd continuamente distribuida e que os
deslocamentos sao suaves, o que nos permite trabalhar com derivadas, expansoes
em série e outras técnicas matematicas usadas na andélise.

Nas hipoteses acima é possivel simplificar o modelo considerando-o unidimen-
sional, isto é, com uma variavel espacial, z, a coordenada num eixo pré definido.

Inicialmente, vamos considerar o Principio da Conservagao de Massa:

A massa de uma porcao arbitraria da barra permanece constante durante o mo-
vimento.

Para representar matematicamente este principio consideremos a porcgao da
barra contida em m(t) < x < n(t). Lembrando que a massa num elemento de
volume é o produto da densidade p(z,t) por este volume, o(z,t)Ax, onde o(z,t) é
uma fungao que representa a area de uma segao reta localizada em x no instante t.
Nesta notagao o principio da conservagao de massa pode ser rescrito pela equagao:

d n(t)

— p(x,t)o(z,t)dx = 0. (1.21)

A seguir passaremos as manipulagoes matematicas para reformular convenien-
temente esta equacao. Para evitar derivadas dos limites de integragao vamos usar
uma mudancga da variavel x de modo que os limites de integragao fiquem fixos na
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nova variavel. Para este fim, observemos que a trajetéria percorrida por uma segao
reta posicionada em x, no tempo ¢, é uma fungao da posigao inicial desta se¢ao (que
nao varia com o tempo), isto é,

x =x(A,t), onde A =x(A,0). (1.22)

Se admitimos que x = (A, ) tem uma unica inversa, A = A(x,t), podemos traba-
lhar tanto com a coordenada espacial x, quanto com a posicao inicial A, designada
coordenada material por alguns autores. Desta forma, a porcao da barra que in-
icialmente, ¢ = 0, é delimitada por M < A < N no tempo ¢ ocupard a porgao
denotada por m(t) < x < n(t), onde x(M,t) = m(t) e (N, t) = n(t).

Substituimos 2 = (A, t) na integral (1.21), definindo as fungées na coordenada
espacial, densidade 0(A,t), drea da segao, S(A,t):

S(A,t) = p(z(A,t),t) e S(AL) =o(x(A,t),1), (1.23)

e sendo dx/0A o Jacobiano desta transformagao de varidveis, temos

d [m® d N ox
p7 " plxz, t)o(z,t)de = @i | 5(A,t)S(A,t)ﬂdA—
Noo ox 0 Ox
- /M {a(as)a—AMsaa—A}dA. (1.24)

A seguir, trocamos a ordem da derivacdo no ultimo termo da integral e usamos
também a defini¢io de velocidade, v(z(A,t),t) = 22£(A,t), para obter:

d Or 9 (0O 0 v Or
DOA - 94 <E(Aﬂf)> = 54 v(@(4,0),8) = 5 (2(A, ), 1) 5= (1.25)
Desta forma, obtemos
d [m® Noo v Oz
— = — — » —dA. 1.2
i |, ot s /M { £(65) +05 8x} o (1.26)

Antes de retornar & varidvel espacial x, observemos que a derivada material
Df/Dt de uma fungao genérica f(z,t) = f(xz(A,t),t) = F(A,t) é definida por:

DSy OF 4y 01 o5
Desta forma, lembrando (1.23), voltamos & integral em n(t) <z < m(t):

d [m® N (g .
At Jone) p(z,t)o(z,t)de = /M {a(é(A,t).S(A,t))+55%}adA

n® (D v

m(t)
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Como o intervalo m(t) < x < n(t) representa uma porgao arbitrdria da barra, o
integrando na equagao acima é nulo (Lema de Dubois-Reymond).

Com este argumento chegamos & Equagao da Continuidade ou, como também
é conhecida, Equacao do Balangco de Massa:

D ov
E(pa) tpog = 0, (1.29)

que é uma nova forma de expressar (1.21), a conservacdo de massa numa regiao
arbitraria.

A seguir vamos usar o principio da conservagao da quantidade de movimento,
ou momento, que juntamente com o principio de conservacao de massa sao usados
no estudo do movimento longitudinal na barra, o objetivo desta segao.

Na mecanica newtoniana define-se o momento de um corpo pelo produto de
sua massa pela velocidade. Assim, o momento associado a uma porgao genérica da
barra, compreendida por m(t) < z < n(t), é dado pela integral

n(t)
/ povdz, (1.30)
m(t)

onde, conforme a notagao j& usada nesta secdo, p(z,t) é a densidade da substéncia
que compode a barra, o(x,t) é a drea de uma segdo reta genérica. Como estamos
considerando o movimento longitudinal, o vetor velocidade tem a direcao da barra,
v(z,t).

O Principio da Conservacao do Momento nos diz que:

A taza de variacdo do momento, no tempo, numa por¢do da barra € igual a
soma das forcas externas que atuam nesta por¢ao.

As forcas externas que atuam na porc¢ao da barra podem ser as que atuam em
todos os pontos (por exemplo, a gravidade), chamadas forgas de corpo, ou as
forgas sao transmitidas de uma porcao do corpo para outra, através das segoes
retas, as chamadas forgas de superficie.

A resultante das forgas de corpo pode ser calculada usando f(z,t), a forga de
corpo por unidade de massa:

n(t)
/ po fdx. (1.31)

m(t)

Com relacao as forgas de superficie consideremos uma secao reta ficticia, de area
o(x,t), de uma barra sob pressdo, como ilustra a Figura 1.1(a). Quando atua um es-
forgo, T'(x,t), entre as duas partes da barra da Figura 1.1(a), o produto T'(z, t)o(x, t)
fornece a resultante da forca de superficie exercida pela por¢ao hachurada sobre a
porgao nao hachurada (Figura 1.1(b)). De forma andloga, —T(x,t)o(x,t) repre-
senta a resultante das forgas que a parte nao hachurada exerce sobre a hachurada
(Figura 1.1(c)).

Nesta notagao, e usando (1.30) e (1.31), o principio da conservacdo do momento
é representado matematicamente pela equagao:

n(t) n(t)
% / povdr = / pofdx + T(n,t)o(n,t) — T(m,t)o(m,t), (1.32)
m(t) m(t)
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Area o(x,t)

=T(x,H)o(x,t)

(c)

Figura 1.1: (a) Barra sob pressdo, (b) a parte esquerda da barra exerce (hachurada)
a forca T'(x,t)o(x,t) sobre a parte direita (ndo hachurada), (c) a parte direita
da barra (nao hachurada) exerce a forca —T'(z,t)o(z,t) sobre a parte esquerda
(hachurada).

ou ainda, usando a defini¢do de integral definida:

d n(t) n(t) d(To)
— povdr = / po fdx + / dx. (1.33)
dt m(t) m(t) m(t) Ox

No célculo do termo da esquerda desta equagao repetimos as manipulagoes rea-
lizadas na obtencgao da equagao da continuidade: fazemos uma mudanca de varidvel
de modo a manter fixos os limites de integragao e realizamos as derivadas do pro-
duto deixando (6S) agrupado. Nesta passagem vamos usar a fungio velocidade na
varidvel material, V(4,t) = v(x(A,1),t) = %(A, t) e as fungoes definidas em (1.23).
Usamos também a passagem deduzida em (1.25)

d [ d [~ Oz
— der = — A )S(A OV (A t)—dA =
i, et = g [ oansaovian g

m(

N
0 ox oV Ox 0 Ox
/M {a(éS)Va—A + 5558_14 + (5SV§8—A} dA =

Nro ov v ox
/M {a(css)v + 08 + 05V o (a(4,1), t)} 74%4 (1.34)

De (1.28), equagdo da continuidade, vemos que a soma do primeiro e terceiro
termo de (1.34) se anula. Usando a definicdo de derivada material, (1.27), no
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0 D
segundo termo de (1.34), temos a—:(A,t) = D—qtj(x,t). Assim, podemos voltar &
varidvel espacial na qual (1.34) é:
d n(t) n(t) Du
— povdx :/ po—dx, (1.35)

Finalmente, usando (1.35), a equagao (1.33) é rescrita na forma:

n(t)
/ {pa& —pof — 6(87:) } dr =0, (1.36)

que, sendo vélida para qualquer intervalo m(t) < z < n(t), nos fornece a equagao
diferencial que representa o balanco do momento:

Dv d(To)
PO = pof + .

A descricao do movimento de uma secdo reta, inicialmente localizada em A,
pode ser feita pela funcdo deslocamento, U(A,t), que somada & posigao inicial
fornece a posigao da secao num instante genérico, t,

(1.37)

z(A,t) = A+ U(A ). (1.38)
. - . , ox
Derivando esta expressdo, e lembrando que a velocidade é V(A,t) = E(A, t),
oU
temos V(A,t) = E(A, t). Passando para a coordenada espacial, sendo u(zx,t) =
D

U(A(z,t),t), temos v(x,t) = F?(x,t). Assim, (1.37) pode ser escrita em termos
do deslocamento: D2 o(To)
u o

PopE =Pl =g (1.39)

A natureza particular do material que compde a barra tem de ser usada. Caso
contrario, esta equacgao diferencial descreveria o movimento independente das ca-
racteristicas do material. Esta informacao, especifica do material, é fornecida pela
relacao constitutiva, a relagdo que fornece a deformacao provocada pelo esforgo
T(x,t) (como a Lei de Hooke para a mola):

Ou/dx ou
oujar - F@tgy

Il

T(z,t) = E(x,t) (1.40)

Em (1.40) a fungdo E(x,t) é chamada de médulo de Young e a aproximacao é

. Du  Ou ou
valida quando u e suas derivada sao pequenas. Como v = i o + va—, que
x
resolvida na velocidade, ainda na hipétese de u e suas derivadas pequenas, nos
fornece:

~ Ou/ot _ Ou
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Ainda na diregao de obter formas simplificadas para (1.39), usamos a aproximagcao
linear na expansao em série das funcoes envolvidas nos célculos, obtendo a linea-
rizacao:

o(z,t) = S(A,t) = S(4,0) = S(x — u(z,t),0) =2 S(x,0) = o(x). (1.42)

De forma andloga, as seguintes aproximagoes sao razoaveis, nas hipdteses de
pequenos deslocamentos: p(x,t) = p(x), E(z,t) = E(x), f(z,t) = f(z). Essen-
cialmente, o processo de linearizacao corresponde a nao fazer distingao entre as
coordenadas espacial e material, na derivagao, e admitir que densidade, p, drea da
secao reta, o, e mdédulo de Young, F, podem ser consideradas fungoes apenas da
posicgao.

Assim, obtemos a versao linearizada do principio de conservagao do mo-

mento:
p(@)o(@) 24 = pla)o(e)flx) + o [cf(x)E(x,t%} , (1.43)

uma equacao diferencial que tem uma unica incégnita, a funcao deslocamento. Den-
tre as possiveis condigoes de contorno para esta equagao diferencial podemos tomar:

e Extremidades fixas (deslocamento nulo): u = 0;
e Extremidades livres (auséncia de esforgos): o Edu/0x = 0;
e Extremidade conectadas a molas (lei de Hooke): o EQu/0x + k*u = 0.

Para finalizar, consideremos um caso importante que ocorre quando o material
e as propriedades geométricas, p, 0 e F, sao independentes de = e a densidade da
forga de corpo é nula, f = 0. Nestas condigoes a equacao (1.43) se reduz a Equacgao
da Onda: ) )
Ou _ 02@, (1.44)
ot? Ox?

na qual a constante ¢, chamada velocidade do som, é dada por ¢ = E/p.

1.5 Fluxo nao linear: as leis de conservagao

Vimos nas se¢oes anteriores exemplos de equagoes diferenciais parciais como repre-
sentacoes matematicas de principios de conservacao de quantidades fisicas como a
massa, a energia, a quantidade de movimento, etc. Se u(z,t) é uma quantidade
fisica e nao ha geracao interna desta quantidade, um principio conservativo nos diz
que a taxa de crescimento da quantidade fisica, no tempo, du/0t é igual & variacao
do fluxo desta quantidade que passa pela fronteira da regido onde estamos aplicando
o principio. Se usamos a fungao f para representar o fluxo, por convengao medido
da esquerda para a direita, a expressao matemaética do principio conservativo, como
veremos no exemplo desta secao, é:

ou Of

Ou Of _ 14
ot Tas Y (1.45)
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Vimos que a expressdo para o fluxo de calor estabelecida por Fourier (1.6),
envolve a derivada da temperatura, a incédgita da equacdo. Neste caso e (1.45)
se reduz & equagca@o do calor (1.13) com fonte nula. Na dindmica dos fluidos u(z, t)
poderia ser a densidade do fluido e f a quantidade de fluido que atravessa a fronteira.

A seguir vamos desenvolver um modelo mateméatico para simular o trafego numa
avenida. Por convengao vamos supor que o movimento dos carros seja da esquerda
para a direita e identificamos a avenida ao eixo-z. Neste exemplo u(x,t) é a densi-
dade de carros, o nimero de carros por unidade de comprimento em z; e f é o fluxo
de carros, carros por minuto que passam na avenida em um determinado trecho.

Se consideramos um trecho arbitrario da avenida, representado por m < x < n,
a variacao do numero de carros neste trecho pode ser calculada usando as duas
expressoes:

n B n af
i) u(z,t)de ou f(m,t) — f(n,t) =— %d:ﬂ.

m

(1.46)

Sendo os extremos de integracao fixos, podemos inverter a ordem derivagao-
integracao na primeira expressao. Igualando as duas expressoes, uma vez que ne-
nhum carro foi fabricado neste trecho, temos

"(ou 8
/m{a—?Jra—i}dx:o. (1.47)

Como o trecho é arbitrario, o integrando é nulo, isto é, em qualquer ponto da
avenida, a qualquer tempo:
ou of
ot + or
Precisamos de mais informagoes uma vez que temos uma equagao (1.48) e duas
incégnitas, u e f. Em geral o controle de trafego fornece informagoes sobre a
quantidade de carros que passa em alguns pontos e portanto é possivel ajustar estes
dados observados, usando as fung¢oes conhecidas da matematica, obtendo expressoes
para o fluxo. Sabemos, por exemplo, que o fluxo aumenta com a densidade de
carros até um limite, o do congestionamento. Assim, o fluxo depende da densidade
de carros, f(u). Poderfamos usar aproximagoes linear ou quadratica:

0. (1.48)

fw)=au f(u)=au(l —u). (1.49)

Escolhendo a aproximacao linear temos uma Equagao Hiperbdlica de pri-

meira ordem:
ou ou

- + a—
ot ox

a qual também é conhecida como a equagao da onda unidirecional.
Se escolhemos a segunda expressao temos uma Equagao Nao Linear:

=0, (1.50)

ou n O u(l —u)]

o Ta——5— =0. (1.51)
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De um modo geral, as equagoes do tipo (1.48) sao chamadas de Leis de Con-
servagao. Nelas o fluxo depende de forma nao linear da funcao incégnita, isto é,
f(w) é uma fungao nao linear.

Varias questoes matematicas aparecem quando queremos resolver, tanto ana-
liticamente quanto numericamente, as leis de conservagao. Questoes complicadas
de como lidar com solugdes descontinuas e/ou perda de unicidade. Como as leis
de conservagao tém grande interesse pratico, muitos avancos foram conseguidos nas
dltimas décadas. Mas ainda existem muitos desafios, principalmente do ponto de
vista numérico [2]. Para um estudo mais aprofundado aconselhamos a consultar o
livro de LeVeque.

As condigoes adicionais & equagao (1.48) devem ser duas. A condicao inicial,
u(x,0), é a densidade de carros no instante em que vamos iniciar o estudo. Como
condigoes de contorno o fluxo de carros, ou a densidade de carros, deve ser fornecido
num ponto da avenida que convencionamos ser a fronteira, que poderia ser um
peddgio ou um seméforo, por exemplo. Assim, devemos fornecer u(0,t) ou f(u(0,1)).

1.6 Teoria do potencial: equacoes elipticas

Nos cursos introdutérios da fisica aprendemos que o potencial gravitacional, a
fungéo escalar U num ponto ¥ = (1,2, 3), devido a uma massa m localizada
em § = (y1,Yy2,y3) ¢ dado por:

m

U(7) = -G (1.52)

lZ =g’

na qual G = 6.67 Nxm?/kg? é chamada constante gravitacional. Por defini¢do, o
potencial é uma quantidade escalar tal que o negativo de seu gradiente fornece a
forca gravitacional §. Assim, calculando as derivadas parciais de (1.52), temos:

oUu T —Y;

gi= - - Gm Y193 1.53
o, EEE (1.53)

Calculando as derivadas parciais de segunda ordem, derivando (1.53), temos

0*U

ooz = G m{lF = g7 = 3@ —w)*|F - 717}, (1.54)

0 que permite verificarmos diretamente que o potencial gravitacional associado a
uma massa pontual satisfaz a Equagao de Laplace:

PU U PU
ox? =~ 0x3 = 0%

0. (1.55)

O lado esquerdo desta equacao define um operador diferencial que é conhecido
por laplaciano e usualmente é denotado por:

0’U  9*U 98U

AU = V2U = .
v=vu oz 0z% O

(1.56)
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O potencial associado a um numero de massas pontuais, my,ma,..., Mg, lo-
calizadas em 11, %>,...,¥ys ¢ obtido somando as contribui¢es individuais, isto é,
usando o principio da superposicao:

S
U@ =-6y —5 1.57

®=-C 2 =g o
Pode-se verificar diretamente que o potencial associado a um conjunto finito de
massas pontuais também satisfaz & equagdo de Laplace, (1.55).

A pergunta natural seria: o potencial associado a uma massa uniformemente
distribuida também satisfaz a equacao de Laplace? Como veremos a seguir, a
resposta é nao.

Consideremos uma regiao, R, que contem uma massa uniformemente distribuida,
com densidade p(g). Como Am = p AV é a relacdo entre elemento de massa e
elemento de volume, pode-se obter o potencial num ponto genérico, &, usando o

limite de (1.57):
o ()
U@ =-G ///R 7 — g,”dV, (1.58)

onde dV é o elemento de volume e a integracao é em ¥, que percorre a regiao R,
na qual estd distribuida a massa e que neste texto serd considerada uma sub-regiao
do espaco tridimensional. Se o ponto & nao pertence a R, entdo a integral acima
pode ser calculada (seguindo os mesmos passos (1.52)—(1.55)) para deduzirmos que
o potencial também satisfaz a equagdo de Laplace. Entretanto, se & pertence a R
temos uma singularidade pois o denominador se anula num ponto da regiao de
integracao. A seguir vamos examinar este caso com mais detalhe.
Vamos definir o fluxo da forga gravitacional § = —VU na fronteira de R por:

F:// G- ds, (1.59)
OR

na qual 77 é o vetor unitario na direcao da normal exterior a fronteira de R, OR.
No caso de uma massa pontual, ndao contida na regiao R, aplicando o teorema da
divergéncia, temos

F://aRg-ﬁdS:///RV~§dV:///RV2UdV:0. (1.60)

Na dltima igualdade usamos a equacdo (1.55). Concluimos que o fluxo num
contorno que nao contem a massa pontual é nulo.

No caso de uma massa pontual, m, estar num ponto P contido em R, vamos
“extrai-la” usando a esfera de centro em P e raio e, como ilustra a Figura 1.2.
Desta forma podemos usar (1.60) na regiao que estd entre a superficie esférica, S,

e o contorno OR:
// g’~ﬁd$+//§-ﬁd5:0. (1.61)
R s
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oR

Figura 1.2: Uso de uma esfera de raio pequeno, ¢, para excluir uma singularidade
no ponto P do dominio R. Os vetores 7 s@o os vetores unitdrios na direcao da
normal exterior & fronteira da regiao formada por R — S.

Como a normal em S deve ser dirigida para seu centro, que é a normal externa

T — s
da regido que estamos trabalhando, temos n; = —'72{,1 e usando (1.53), temos

12 = 7l
fi-§ = G m/e%. Assim, usando a expressio da drea da superficie esférica, 4me?,
obtemos ﬂsg- 7idS = 4wrGm, que usada em (1.61) nos diz que o fluxo no caso de

uma massa pontual, m, localizada no interior de R é:

F= // g-ndS = —4nGm. (1.62)
OR

No caso de vérias massa pontuais com massa total M aplicamos (1.62) em cada
uma das massas, que corresponde a aplicar o principio da superposi¢ao, e teremos
o fluxo resultante,

F= // G- idS = —AnGM. (1.63)
OR

No caso em que Z estd numa regido que contem uma massa uniformemente
distribuida, com densidade p, podemos recorrer a (1.62) em cada elemento de massa:

//aRg*-ﬁdS:—sz///deV (1.64)

Aplicando o teorema da divergéncia no termo da esquerda, temos

///R(v-m ArGp)dV = 0. (1.65)

Como esta expressao vale numa regido genérica, temos
-V - § = 4nGp. (1.66)

Finalmente, lembrando que o gradiente potencial é o negativo da forca gra-
vitacional, como em (1.53), concluimos que o potencial gravitacional num ponto
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qualquer do interior de uma massa uniformemente distribuida satisfaz a Equacgao
de Poisson: U PU 02U
5 3 5 = 4rGp. (1.67)
Ox;  Ox5  Oxj
A deducao acima nos dé oportunidade de ressaltar o importante papel unificador
da matemadtica. A lei de Newton, base para toda o teoria do potencial apresentada
acima, nos diz que a forga de atracao entre dois corpos de massas mj e mo, €
diretamente proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional
a distancia destes corpos. De forma semelhante, pela lei de Coulomb a forga de
atracao entre duas cargas elétricas ¢q; e ¢o é diretamente proporcional ao produto
destas cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas. As
expressoes matematicas sao:

mim

Lei de Newton: Fgpqy =G ! 5 2,
: r

Lei de Coulomb: Fjetr = qu 2q2.
r

Por razdes histéricas usa-se C' = 1/(4meg), onde g9 = 8.85 x 10712C? /(N x M?)
é chamada constante de permissividade. Da analogia entre as expressoes ma-
tematicas que traduzem estas duas leis fisicas concluimos que o que foi deduzido
no caso do potencial gravitacional vale para o potencial eletrostatico, e vice-versa,
bastando alterar os simbolos. Assim, o potencial eletrostatico num ponto Z asso-
ciado a uma carga distribuida, com densidade o, também satisfaz & equagao de
Poisson (1.67) agora escrita na forma em que é usualmente encontrada nos textos
de eletrostatica: 2U PU 02U
o2 2 2 = 1 (168)
i  Ors; Oz €
Terminamos estas se¢ao apresentando as Equagoes Eliticas, que generalizam
as equagoes de Poisson. Voltando a Segdo 1.3, consideremos um processo fisico
no qual a distribuicdo de temperatura é estacionédria. Neste caso podemos tomar
Ou /0t = 0 na equagao (1.20), obtendo o modelo

0 Ju 0 Ju 9] ou
6—331 <k18—$1> + 8—562 <k28—$2) + 8—$3 <k33—1‘3> = F((El,xg,xg), (169)

no qual k;(z1,ze,23) > 0,7 =1,2,3. Esta é a forma geral das equagoes eliticas 3D.

1.7 Resumo

Terminamos este capitulo apresentando um sumaério dos modelos que foram deduzi-
dos e que serao usados nos préximos capitulos. Nas equagoes parabdlicas, modelos
de fenémenos de difusdo, procuramos u(z,t) que satisfaz, como em (1.13),

du _ 9 (k%) F(z, 1), (1.70)

oz
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com k(z) > 0. As condigées de contorno para esta equacio estdo em (1.15)(1.17).
Se além da difusao também hé transporte de u provocado por correntes, temos
a equagao convecgao-difusdo, equagao (1.19),

ou 0 Ju Ju

As equacoes hiperbdlicas, aqui apresentadas como modelo de movimentos longi-
tudinais numa barra (1.43) s&o

2U u
Tu_l (k(x)%) T ), (1.72)

que, caso os coeficientes sejam constantes e a fonte nula é conhecida como equagao
da onda unidimensional, (1.44),

Pu 0%
— = —. 1.73
8z~ © Ba2 (1.73)
As condigoes de contorno associadas as equacoes hiperbodlicas estao no final da
Secao 1.4.
As leis de conservacao néo lineares sdo equagoes diferenciais do tipo (1.48):
ou  Of(u)
il =0 1.74
ot + ox ’ (1.74)

onde f(u) é uma fun¢do nao linear.
Se f(u) = au, a é uma constante, temos a equacdo da onda unidirecional, ou
equagao hiperbdlica de primeira ordem (1.50),

ou ou
o + a% =0. (1.75)

O potencial associado a cargas, ou massas pontuais, satisfaz a equacao de La-
place (1.55)
’U 90U QU B
ox? =~ 0x3 = 0%
Se as cargas, ou massas, sao uniformemente distribuidas, o potencial satisfaz a
equagdo de Poisson (1.67),

0. (1.76)

0’U  0*U 0%*U
aZL'% + 8.’[% + 31’3 —f(l'l,l‘g,l‘g,). (177)

Estas duas ultimas equagdes sao casos particulares das equagoes eliticas, (1.69).



Capitulo 2

Convergéncia, consisténcia e
estabilidade de esquemas
numeéricos

2.1 Introducgao

No capitulo anterior apresentamos alguns exemplos que ilustram como as equagoes
diferenciais parciais sao usadas como modelos matemaéticos para processos da na-
tureza. O passo seguinte é encontrar solugoes para o problema, i.e., fungoes que
satisfagam tanto a equacao diferencial quanto as condigoes adicionais, impostas no
contorno e no inicio do processo.

Vérias sao as dificuldades que podem surgir na busca destas solugoes exatas:
complexidade da regiao, os coeficientes da equacao diferencial podem variar ponto
a ponto e até mesmo depender da prépria solugdo (problemas nao lineares).

Uma alternativa as solugoes exatas que tem sido cada vez mais usada desde o
advento dos computadores sdo as aproximagoes numéricas. A idéia central é a dis-
cretizagao do continuo, i.e., da regiao na qual queremos resolver a equagao diferen-
cial e também das derivadas que aparecem na equagao diferencial e nas condigoes
adicionais. Via de regra, esta discretizacao nos permite passar de um problema
continuo, a equacao diferencial e suas condigoes adicionais, para um problema de
dimensao finita, um sistema de equagoes. Por exemplo, um dos métodos mais tra-
dicionais e mais populares chama-se Método de Diferencgas Finitas. O objetivo
deste capitulo é construir uma base para que o leitor possa fazer uso deste método.
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t

fe= 4N : : : : :

fa= 30 | | | | |

2= 20 | | | | |

1= At | | | | |

fo=0 | B | | a
Xo=0 X, Xpo7  Xm=1

Figura 2.1: Discretizagdo do dominio [0, z,,] X [0, c0)

2.2 Malhas, discretizacao de derivadas e erro de
truncamento

Vamos iniciar esta secao trabalhando no problema de valor inicial e de contorno
dado pelas equagoes (1.13), (1.14) e (1.15) cuja solugao exata é conhecida. Porém,
vamos resolvé-lo numericamente para o entendimento do método de diferencas fini-
tas. Desta forma consideremos o seguinte problema

Uy = VUgg, € (0,2,), t>0 (2.1)
u(z,0) = f(z), x€l0, ] .
u(0,t) = a(t); wlxm,t)=>(t), t>0, (2.3)

com f(0) =a(0), e f(0) =b(0).

Para resolver o problema (2.1)-(2.3) numericamente, temos que discretizd-lo. In-
icialmente, vamos discretizar o dominio. Na varidvel espacial usamos a seguinte
malha uniforme: z; = kAz, k =0,...,m e Az = x,,/m, e na varidvel temporal
usamos: t, = nAt,n=0,1,... (Veja Figura 2.1).

A aproximagao da solugdo do problema (2.1)-(2.3) no ponto (zy,t,) serd deno-
tada por vj.

Observamos que a equagao (2.1) apresenta derivadas parciais que também de-
vem ser discretizadas. Usando o desenvolvimento em série de Taylor na varidvel
x em torno de (z,t,) para calcular v(zgy1,tn) € v(zg_1,t,) e combinando estes
desenvolvimentos, obtemos

v —20g Ry Az? 9t 2Az* 9%

'Umm(xk,;tn) == A.’L‘2 12 w(xkytn)*Tm(xkatn)*”' (24)
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De forma andloga, usando agora o desenvolvimento em série de Taylor na variavel
t, em torno de (zg,t,) para calcular v(zk,t,+1), obtemos uma aproximagao para a
derivada temporal

ot At At?
V(g ty) = thk — TUtt(xkvtn) - Tvttt(wkatn) — (2.5)
Portanto, podemos aproximar a equacao diferencial parcial no ponto (zg,t,)

pela equagao discretizada

UZ+1 — ’UITCL _ V’U;Cl-i-l - 21)]761 + vl’?—l (2 6)
At Ax? ’ ’
com erro de truncamento local O(At) + O(Ax?).
Isolando o termo vy "' na equacdo (2.6), obtemos
At
op = o+ 3 (v — 207 + o), (2.7)

i.e., uma expressao para a aproximagao no tempo t,41 em fungao dos valores em
tn.
A condigdo inicial e a de fronteira, pode ser aproximada da seguinte forma

v = f(zg), k=0,...,m (2.8)
vt = a(tpyr), n=0,1,... .
vt = b(tyg1), n=0,1,.... (2.10)

Agora, podemos calcular uma aproximagao para a solugdo do problema (2.1)—(2.3),
resolvendo o problema discreto (2.7)—(2.10).

Observe que a equagio (2.8) nos dé v para k = 0,...,m, entdo se usarmos a
equagdo (2.7) para n = 0, obtemos v,ﬁ parak=1,....,m—1. Paraocasode k=0
e m, usamos vj das equagoes (2.9) e (2.10), respectivamente. Portanto, seguindo o
mesmo raciocinio, obtemos a aproximagao v(zy, t,) para todos (z,t,) do dominio
discretizado.

Um esquema numérico para o problema de valor inicial (2.1)-(2.3) é dito
explicito, se para calcular v,?“ precisamos apenas usar informagoes nos niveis
anteriores. Caso contrario, dizemos que o esquema ¢é implicito.

Antes de continuarmos com as nossas discussoes, vamos introduzir a seguinte
notacao para as diferengas discutidas acima

5+’Uk =  VUg41 — Uk, (211)
5_’[)k = Vk—-1 — Vg, (212)
0oV = Ugt1 — Vg1, (2.13)
820 = Upa1 — 20k + Vp_1, (2.14)

para o operador de diferencas avangado, atrasado, centrado e centrado de
segunda ordem, respectivamente. Quando a variavel na qual a diferenca é aplicada
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nao ¢ ébvia, a indicamos também no indice, por exemplo, como d.4vy. Portanto, o
esquema (2.6) pode ser rescrito da seguinte forma

At
+1 _ 2
v =y — VA—a:Q(ssz' (2.15)
O passo seguinte é questionar se estes célculos fornecem resultados que estao
préximos dos valores obtidos com solucao exata. Isso corresponde a estudar a
convergéncia da sequéncia de aproximacoes discretas.
Das equagoes (2.4) e (2.5), temos

n n n
Vg1 — 208 Hup

2
A2 = Upr (Tk, tn) + O(Ax?) (2.16)
e
n+l . n
U "% _ oy (ap,ta) + O(AL). (2.17)
At
Portanto,
ntl _ gyn v — 207 +up
V(@ ) — Vg (@, t) = 2 A7 Sk gy el A;Q =+ O(AY) + O(Ar?).

(2.18)

A equacdo (2.18) mostra que a equagao de diferencas é uma aproximagao da

equacao diferencial com erro de truncamento local O(At) + O(Ax?). Porém, nao

podemos afirmar que a solugao da equagao de diferencas ira se aproximar da solugao

da equacao diferencial parcial, quando At — 0 e Az — 0. Agora, aumentamos a
ordem de aproximagao no tempo, t, usando a aproximagao

UZH — v,:‘*l

_ 2
A = Ut O, (2.19)

A 1ltima equacao é obtida fazendo a diferenca entre as expansoes em série de Taylor
de v} com a de v} "' em torno de (z,t,). Entdo, usando as equagdes (2.19) e

(2.16), temos o seguinte esquema

_ WAL, n . n
v = o T (O = 208 i), (2.20)

o qual é chamado de esquema leapfrog. Observamos que este esquema apresenta
erro de truncamento local igual a O(At?) + O(Az?). Sendo assim, a expectativa
é de que os resultados obtidos pelo uso do método explicito (2.7) sejam piores que
os resultados obtidos com o uso do esquema (2.20). O exemplo abaixo mostra que
isso é falso.

Exemplo: Calculamos a solugdo numérica do problema (2.1)-(2.3), com v = 1/6,
f(z) =sin2rz, x €[0,1] e a(t) = b(t) =0, usando os esquemas (2.7) e (2.20), com
At =0.005 s e Az = 0.05 m.

A Figura 2.2 mostra as solucées numéricas em alguns instantes de tempo, obtidas
usando o esquema avancado no tempo e centrado no espaco (2.7) e o esquema
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Figura 2.2: Solucdo do problema (2.1)-(2.3), com v = 1/6, f(z) = sin27z, z €
[0,1] e a(t) = b(t) = 0, Linha sélida: Solucao exata; 0J: Solugdo numérica ob-
tida usando o esquema leapfrog; e *: Solugdo numérica obtida usando o esquema
avangado no tempo e centrado no espago.

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.04
Tempo =0.18 s

Tempo=0.5s

temperatura
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|
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o
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-0.5 : ' : ' -0. : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 040 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 2.3: Solugao do problema (2.1)-(2.3) usando o esquema avancado no tempo
e centrado no espago, detalhe. (Linha sélida: Solucdo exata; *: Solucdo numérica
obtida usando o esquema avangado no tempo e centrado no espago.)
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leapfrog (2.20), juntamente com a solucio exata (u(z,t) = e~ (7 D/3sin(2nx)).

Podemos observar que o resultado obtido em ambos os esquemas até o tempo 0.15 s
é bastante satisfatério, porém a partir de um determinado tempo £ a solucao obtida
usando o esquema leapfrog apresenta resultados desastrosos (veja, por exemplo,
Figura 2.2 para Tempo = 0.18 s e Tempo = 0.5 s). Na Figura 2.3 podemos ver que
os resultados obtidos com o esquema avangado no tempo e centrado no espago para
os mesmos instantes de tempo permanecem bastante satisfatério, com o devido Az
e At escolhidos. Portanto, o fato da ordem do erro de truncamento local ser maior
para o esquema leapfrog do que para o esquema avangado no tempo e centrado no
espaco nao implica que a solugao numeérica obtida por ele convirja para a solugao
exata.

Observamos que o esquema leapfrog é um esquema de trés niveis, i.e., ele neces-
sita de dois niveis anteriores para calcular o atual. Porém, no problema original s
é dado um (aproximacao inicial). Geralmente, usamos um esquema de dois niveis
para gerar o nivel que precisamos para iniciar o esquema leapfrog.

Neste ponto, também devemos lembrar que se a condicao de fronteira for de
Neumann, entao se faz necessario uma aproximagao para u;. S€ USarmos uma
aproximacao do tipo avancado no espaco para u, junto com o esquema leapfrog
(2.20), entédo é possivel que nosso resultado final seja de primeira ordem no espago.
Agora, se ao invés dessa aproximagado para u,, usassemos a centrada no espago,
terfamos o seguinte

,U'in—&-l _ ’Uﬁ—fl
2Azx

Neste caso, o grid teria que ter mais um ponto, o qual seria um ponto ficticio.

E importante entender precisamente que tipo de convergéncia que o esquema
tem, que tipo de suposicoes sao feitas para se ter a convergéncia, etc. A abordagem
mais comum para analisar a convergéncia de aproximacoes fornecidas por equagoes
de diferencas é através dos conceitos de consisténcia e de estabilidade, pois como
veremos mais adiante, o Teorema de Lax permite provar a convergéncia de esquemas
de diferencas que sao consistentes e estaveis, que é mais facil de mostrar.

—0. (2.21)

2.3 Convergéncia

Nos gostariamos que a solugao da equacao de diferencas estivesse tao proxima da
solucao da equagao diferencial parcial quanto desejassemos. Este conceito de tao
préximo estd matematicamente associado ao conceito de convergéncia.

Considere o seguinte problema de valor inicial

Lu = F, ze , t>0 (2.22)
u(z,0) = f(z), z€ , (2.23)

onde £ é um operador diferencial, F' uma fonte e f é a condigao inicial.
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Agora, considere o operador de diferencas associado ao problema (2.22)—(2.23)

g = GR, —o<k<oo,n=0,1,...
v) = f(kAx).

Definicao 2.3.1 Um esquema de diferencas L}v; = G} que aproxima a equagao
diferencial parcial Lu = F € um esquema pontualmente convergente, se para qual-
quer (z,t), quando (kAx, (n+ 1)At) — (z,t), entdo vy — u(z,t), quando Ax — 0
e At — 0.

Exemplo: Mostraremos que a solugao do esquema explicito (2.7), rescrito na forma

opth = (L =2r)up (vl 4 upy) k= 0,£1,42, .. (2.24)
n=0,12,...
vp = f(kAz), k=0,%£1,42,... (2.25)

com r = vAt/Ax?, 0 < r < 1/2, converge pontualmente para a solu¢ao do problema
de valor inicial

U = Vlgg, (2.26)
u(z,0) = f(x). (2.27)

Seja zjp = vy —u(kAz,nAt), onde u é solugdo do problem (2.26)—(2.27). Entao,
substituindo u na equagao (2.18) e multiplicando-a por At, obtemos

up ™ = (1= 2r)up +r(uf_y +up,) + O(AE?) + O(AtAz?). (2.28)
Subtraindo a equagdo (2.28) da equacgao (2.24), obtemos

T = (1= 2r)2 +r(2pyy + 211) + O(AE?) + O(AtAz?). (2.29)
Se 0 <r < 1/2, temos

H (1 =2r)|2¢| + rlzi | + 21| + A(AL? + AtAz?) (2.30)

7" + A(AF? + AtAz?), VE (2.31)

<
<

onde Z" = supy|27| e A é a constante associada a O(At?) e O(AtAz?), a qual
depende da suposicao da limitacao das derivadas de alta ordem de wu.
Tomando o sup em k no lado esquerdo, temos

Zm < 72 4 A(AE + AtAz?)
< 2" 4 2A(AF 4 AtAz?)
< 2%+ (n+ 1) A(AF + AtAz?)

(n + 1)AtA(At + Az?),
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pois Z° = 0 (erro inicial é nulo). Como |uf™! — v(kAz, (n + 1)At)] < Z"H! e
(n+ 1)At — t, temos

luptt —w(kAz, (n + 1)A)| < (n + 1)AtA(AL + Ax?) — 0, (2.32)

quando At — 0 e Az — 0. Isto prova que a solugdo obtida pelo esquema (2.24)
converge pontualmente para a solugdo do problema (2.26)-(2.27). Observe que é
importante que (n + 1)At tenda para t.

Geralmente, é dificil provar a convergéncia pontual. Além disso, ela ndo é 1til
para saber se a convergéncia ¢ uniforme. Um conceito mais 1til neste sentido é
a chamada convergéncia na norma, definida a seguir. Usaremos a notagao w " =

(oo u™ug,ul, . ).

Definicao 2.3.2 O esquema L} v, = G} € convergente na norma ||| para a solugdo
da equagdo diferencial parcial Lu = F no tempo t, se quando (n+ 1)At — t, temos

ot =@ =0,

quando At — 0 e Az — 0.

Observe que a norma usada na Definicao 2.3.2 nao é especificada. Do exemplo
anterior, vemos também que o esquema (2.24) é também convergente, na norma do
sup.

Deve ficar claro que as duas defini¢oes acima sao diferentes. A definicao de
convergéncia pontual garante que o esquema converge para alguns valores de (z,t),
nao necessariamente para outros. Além disso, se || ot gt || é muito pequeno,
v deve estar proximo de uy para todo k.

A proéxima definigao nos fala da taxa de convergéncia.

Definicao 2.3.3 (Ordem de Convergéncia) O esquema L}vi, = G} que apro-
zima a equacgao diferencial parcial Lu = F € um esquema convergente de ordem
(p,q), se quando (n + 1)At — t, temos

| 7"t — @™t ||= O(AZP) + O(AL?), (2.33)
quando At — 0 e Az — 0.

Lembrando a definigdo de ordem de aproximacao O, a equagao (2.33) significa
que existe uma constante C' que depende do ¢, tal que

| 7" — @™t = C(AzP + At9). (2.34)

O esquema (2.24) analisado no exemplo anterior é convergente de ordem (2,1).
Isto pode ser verificado tomando v = u no lado esquerdo de (2.18).

Nesta secao analisamos convergéncia somente para problemas de valor inicial;
podemos trabalhar com problemas de valor inicial e de contorno de forma similar,
adaptando convenientemente as normas e definigoes.
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2.4 Consisténcia

Definicao 2.4.1 O esquema de diferencas finitas Liv; = G é pontualmente con-
sistente com a equagao diferencial parcial Lu = F no ponto (z,t), se para qualquer
funcgao suave ¢(z,t),

(Lo — F)(kEAz,nAt) — [Lyd(kAx,nAt) — GE] — 0, (2.35)
quando At — 0, Az — 0 e (kAx, (n + 1)At) — (z,1).

Os esquemas de dois niveis sao aqueles que podem ser escritos na forma

7" = Q™ + AtG ", (2.36)
onde
o = (o eg ol )T
—n
" = (..an,anan,. ),

e (Q é um operador atuando sobre o apropriado espaco.
A definigao de consisténcia dos esquemas de dois niveis pode ser rescrita de uma
forma mais fécil de ser trabalhada:

Defini¢ao 2.4.2 O esquema (2.36) € consistente com a respectiva equagao diferen-

cial parcial, na norma || - ||, se a solugdo da equagdo diferencial parcial, u, satisfaz
G = QU + AtG " 4 AtF" (2.37)

e
17" = 0, (2.38)

quando At — 0 e Ax — 0, onde w" denota um vetor cujo a k-ésima componente
do vetor é u(kAx, nAt).

Observamos que na consisténcia na norma, todas as componentes de 7" con-
vergem para zero de forma uniforme.

Definicao 2.4.3 O esquema de diferencas (2.36) € dito ter precisao de ordem (p, q)
para uma dada equacdo diferencial parcial, se

I7"] = O(AzP) + O(At?), (2.39)
onde 7" ou ||7"|| € o erro de truncamento.

Observe que se um esquema ¢ preciso de ordem (p,q), p,q > 1, entdo ele é um
esquema consistente.

Geralmente, a andlise da consisténcia é feita usando série de Taylor, vejamos
isso no exemplo abaixo.
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Exemplo: Vamos discutir a consisténcia do seguinte esquema de diferengas
explicito

= o (o - 200+ o), (2.40)

com r = vAt/Az?, para a equagdo do calor uy = Vg, x € ,t>0.
Para mostrarmos que (2.40) é consistente, e tem precisdo de ordem (2,1), deve-
mos primeiro observar que o esquema (2.40) j& estd escrito na forma (2.36).
Usando (2.37) e os respectivos desenvolvimentos em série de Taylor, temos

Atr) = uzﬂ —{ug +rlug, — 2up +up ]}
=  Ug + (ut)kAt—l—utt(kAx,tl)T
A$2 3
- {Uk +r [UZ + (uz) Az + (UM)ZT + (“mz)zT
24
+grrs (21, nAt)I —2up +up — (ug)pAx
, Ax? Az Azt
n 2 n AtQ
= (u)f At — 1Az (uzy)p + utt(kAx,tl)T
Azt Azx?
_ AT e (9, AL 2.41
Tuzwxa:(xla n t) o TUgy (l‘g n t) 24 ( )
At?
= (Ut — Vg ) At + up (A, tl)T
Az? Az?
—VUggre (1, NAL) Z—ZAt — Vlggre (T2, nAL) 2—2At, (2.42)

onde t1, 1 e x5 provém das expressoes do erro na série de Taylor.
Agora, como u; — vug, = 0, por ser u solucdo da equacao do calor, obtemos

At Ax?
T = up(kAz, t1)7 — V(Upgze (1, NAL) + Uppas (T2, nAt))TZAt. (2.43)

Para aplicarmos a Defini¢ao 2.4.2, devemos decidir que norma usar. Por exem-
plo, suponhamos que uy € Ugzq, s80 uniformemente limitados em  x [0, tg], para
algum ty > t, entao podemos usar a norma do sup, e, concluimos que o esquema, é
consistente e tem precisdo de ordem (2,1) com respeito & norma do sup.

2.5 Estabilidade

A nocgao de estabilidade traz para os esquemas numéricos uma idéia usada na de-
finicao de problemas bem postos em equacgoes diferenciais: a continuidade com
relagao aos dados do problema.
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Assim, queremos que pequenos erros na condigdo inicial causem pequenos erros
nas aproximagoes calculadas pelo esquema numérico.
Considere o esquema de diferencgas finitas de dois niveis

" =Qu", n>0. (2.44)

Definigao 2.5.1 O esquema de diferencas (2.44) é dito estdvel com respeito a
norma || - ||, se existem constantes positivas Axg e Atg, e constantes ndo nega-
tivas K e (8 tais que

[0 < K| (2.45)

para 0 <t=(n+1)At, 0 < Az < Az e 0 < At < Aty.

A proposicao abaixo estabelece uma equivaléncia que pode ser ttil nas demons-
tracoes de estabilidade. Nela usamos o conceito da norma do operador () induzida
pela norma do espago no qual ele atua. O leitor nao familiarizado com estes con-
ceitos pode consultar a Segéo 2.2.3 do livro de Thomas [6].

Proposicao 2.5.1 O esquema de diferencas (2.44) € estdvel com respeito a norma
| - |, se, e somente se, existem constantes positivas Axy e Aty e constantes nao
negativas K e ( tal que

Q™+ < Ket (2.46)

para 0 <t=(n+1)At, 0 < Az < Az e 0 < At < Aty.

Demonstracao: Inicialmente devemos observar que

T =Qut = QUM =W = = Q" (2.47)
e, portanto,
o] = Q. (2.48)
(=) Supondo que o esquema é estdvel, temos da Defini¢ao 2.5.1 e da equagao (2.48)
Q™o < K o). (2.49)
Ou seja, .
Q”%;ﬁ' < KePt. (2.50)

. S0~
Tomando o supremo em ambos os lados desta desigualdade, em todos os ¢ nao

nulos, temos
Q| < KePt. (2.51)

(<) Temos ||Q" 17| < |Q"[||7"°|]. Usando (2.46), temos a desigualdade (2.45),
ou seja, o esquema de diferengas é estavel.

|
Exemplo: Vamos mostrar que um esquema do tipo

vt = avp + BUmi1s (2.52)
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para a equagao diferencial u; + au, = 0 é estavel.
Para isto, observamos que

o} o

Z lontt)2 = Z lawl + Bul 4 ]?

m=—0o0 m=—o0

o0

> (oo + 2lal|llvpllog, | + 18P [vp]?)

m=—0o0

IN

o

> lallopl® + lallB1(lop? + loga*) + 161 |og 4[]

m=—0o0

IA

o0

= Y (laf[+2/aIBl + |87 |op|?

m=—0o0

o

= (ol +18D* Y lonl?, (2.53)

m=—0o0

onde do segundo para a terceiro passo usamos a desigualdade 2cd < ¢? + d?. Port-
anto, se (Ja| + |8]) < 1, entdo o esquema ¢é estdvel (Definigdo 2.5.1, com K =1 e
8 = 0). Dali, podemos concluir que o esquema avangado no tempo e avangado no
espago para a equagao u; + au, = 0 é estdvel, se |1 + R| + |R| < 1 (R = aAt/Ax).

2.6 Teorema de Lax

Nesta secdo nos vamos apresentar o resultado que faz a conexdo entre consisténcia
e estabilidade com convergéncia.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Lax) Considere um esquema de diferencas finitas

v = QU 4+ AtG™ (2.54)
preciso de ordem (p,q) na norma || - | para um problema de valor inicial linear
e bem-posto. Se este esquema € estdvel com respeito a norma || - ||, entdo ele é

convergente de ordem (p,q) com respeito a norma || - ||.

Demonstragao: Seja u(x,t) a solugdo exata do problema de valor inicial. Se o
esquema de diferengas é preciso de ordem (p, q), entéo

"t = Qu" + AtG" 4+ AtF", (2.55)
com ||7"|| = O(AzP) + O(At9). Definimos @’ = @7 — 77, entdo &’ satisfaz

@ " = Q" 4 At (2.56)
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Aplicacao repetida da equacgao (2.56), fornece
7" = QT+ AtF"
= QQU" '+ AtF"Th + AtF"

n
= QM+ ALY QA (2.57)
=0
Como @ =0, temos
n
G = ALY QIR (2.58)
j=0

Agora, lembrando que o esquema de diferencas é estavel, temos, para qualquer j
Q7| < Ke. (2.59)

Usando esta desigualdade na equagao (2.58), obtemos

ld "< A Q2 IIF"
j=0
< MK KA F|
j=0
< ALK eBntDAt Z ”7:*71—]' [
j=0
< (n4+ DALKPMHDACH (1) (AzP + Atd), (2.60)

onde C*(t) = supg<s«; C(s) e C(s) é a constante que aparece na definigdo de ordem
de aproximacio, O, de 7"/, Fazendo At, Az — 0 com (n + 1)At — t (n — o0),
obtemos

o™t — @™ = 0. (2.61)

Agora, para ver que o esquema é convergente de ordem (p, ¢), basta observar que a
equagdo (2.60) pode ser escrita da seguinte forma

|0 — @™t < K(8)(AzP + At?) = O(AzP) + O(AL9). (2.62)

|
Este teorema é muito importante porque para mostrarmos que um esquema de
dois niveis, consistente é convergente, basta mostrar que ele é estavel.
Além do Teorema de Lax, apresentamos o Teorema de equivaléncia de Lax, o
qual enunciamos abaixo e o leitor interessado na demonstracao pode consultar o
livro do Strikwerda [5].

Teorema 2.6.2 (Teorema de equivaléncia de Lax) Um esquema de diferencas
finitas de dois niveis, consistente, para um problema de valor inicial linear e bem-
posto, € convergente, se e somente se, € estdvel.
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2.7 Analise de esquemas de diferencas finitas

Nesta secao apresentamos uma ferramenta importante da anélise de Fourier, com a
qual podemos analisar esquemas de diferengas finitas e sua solugao. Vamos usar a
anglise de Fourier tanto na reta real, , quanto num conjunto h = {hm |m € },
sendo h um ntmero real dado.

Definimos a transformada de Fourier de u € La( ) (ver nota no rodapé*) por

7 _ L - e “Ty(z, t)dx
i(w,t) = m[m (z,t)d (2.63)

e sua transformada inversa por

u(z,t) e (w, t)dw. (2.64)

=/
Observamos que a férmula da transformada inversa de Fourier expressa a fungao
u como a superposicao (i.e., a “soma”) das ondas, e’ com diferentes amplitudes
a(w).
De forma similar, se ¢ é uma funcao definida no conjunto dos nimeros inteiros,
, sua transformada de Fourier discreta é dada por

0] e~ imEy .
©= z . (265)

para § € [—m, 7], e 0(—7) = 0(7). Se ¥ € Lo([—m,7]),0 € {3, definimos a sua
transformada inversa, ¥ = (...,v_1,v9,v1,... ), pOr

T

1
Uy = —
Vor J_x

Se o espagamento entre os pontos é Az, entao podemos fazer uma mudanca de
variaveis e definir a transformada por

emEH(€)dE. (2.66)

0(§) = \/_ Z eTImATE Y, Ax (2.67)

m=—0oQ
para § € [—w/Ax,7/Ax], e portanto a férmula de inversdo é calculada por
w/Az

zmAxg,D ) )

Um =

*Usamos as seguintes notagoes:

La() = {u: — \/|u<z>|2dz<oo}

6 = {i=(.u_1,u,ur,...)" | D |upl* < oo}

k=—o0
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Uma consequéncia importante da definigdo (2.63) é que a norma em Lo de u,

ol = ( |u<w>|2dx)1/27 (2.69)

—0Q0

é a igual a norma em Lo de 4(w), i.e.,

oo o0
/ |u(z)|*da :/ | (w) ]2 dw. (2.70)
— o0 — 00
Isto pode ser verificado diretamente das definigoes.
Também para o caso da transformada de Fourier discreta (2.67), pode-se mostrar
que também temos a igualdade para a norma em ¢ de v, i.e.,

AQ—W/MA 2d—oo Az = ||7))? 2.71
[0l = [0(8)|7d€ = Z |V | " Az = ||T]| 7, (2.71)

z m=—oo
As relagoes (2.70) e (2.71) s@o conhecidas como identidade de Parseval.
Quando trabalhamos com equagoes diferenciais parciais, manipulamos com de-
rivadas parciais da funcao. Portanto, veremos agora quem é a transformada de
Fourier da derivada de uma fungao. Se diferenciarmos a férmula da inversao (2.64),

obtemos 5 ) -
u .

—(x,t) = — e"“Tiwt(w, t)dw, 2.72
e =—— (1) (2.72)

dai, concluimos por (2.63), que

—

(%) = iwi(w). (2.73)

A relagdo (2.73) mostra o “poder” da transformada de Fourier, pois ela trans-
forma a operagao de diferenciacao na operagao de multiplicacao. Esta transformagao
permite resolver com maior facilidade alguns problemas de dificil resolugao.

2.7.1 Anadlise de von Neumann

Uma importante aplicacao da andlise de Fourier é a chamada analise de estabilidade
de von Neumann para esquemas de diferencas finitas. Com o uso da andlise de
Fourier podemos obter condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade de
esquemas de diferencgas finitas.

Vamos considerar um exemplo particular para ilustrar e discutir o método geral.
Como vamos ver a seguir, com o uso da transformada de Fourier, a determinagao
da estabilidade do esquema é reduzida a consideracoes algébricas.

Considere o esquema avangado no tempo e atrasado no espago

n+l _ ,n Un _ ,Un
(2 At (2 +a m Amm—l :O7 (274)
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para equagao diferencial parcial
Uy + augy = 0. (2.75)
O esquema (2.74) pode ser rescrito na forma
v = (1 — R)v™, + Rof_ 4, (2.76)

onde R = aAt/Ax. Usando a transformada inversa de Fourier, equagao (2.68), no
nivel de tempo n + 1, temos

w/ Az
n+1

" V2T /W/AI

Por outro lado, usando a defini¢ao (2.68) para v]}, e v),_, em (2.76), obtemos

eMATEL(E)dE. (2.77)

(Y

T/Azx
Un+1

" V2r /ﬂ/m

Como (2.77) e (2.78) sao validas para todo Az, deduzimos que os integrandos de
(2.78) e de (2.77) sdo iguais. Entdo, temos que

e = (1 - R)+ ReT 0" (€)
= g(Azg)o"(6), (2.79)

onde g(Az¢) = (1 — R) + Re *A¢,

A férmula (2.79) nos diz que a transformada de Fourier da solugdo do esquema
em um passo no tempo posterior é igual a transformada de Fourier da solucao do
esquema no tempo atual multiplicada por uma funcao g, que na literatura recebe o
nome de fator de amplifica¢do [5] ou sinal do esquema numérico [6]. O nome fator
de amplificacao se deve ao fato de que g descreve a razao na qual a transformada
de Fourier da solugao do esquema aumenta (g > 1) ou diminui (¢ < 1) quando a
transformada de Fourier da solugao do esquema avanga por um passo no tempo.
Usando repetidas vezes a equagao (2.79), nés obtemos a importante férmula

0" (&) = g(Az€)"°(€). (2.80)

Lembramos aqui que o sobrescrito em ¢ é um indice do nivel no tempo, enquanto o
de g é uma poténcia, desta funcdo.

Seguindo a metodologia acima vemos que por meio da transformada de Fourier
todo esquema de um passo pode ser escrito na forma (2.80) que, como veremos
abaixo, ¢ 1til para estudar estabilidade e precisao.

A seguir, usamos a equacao (2.80) para estudar a estabilidade do esquema (2.74).
Pela identidade de Parseval, equagao (2.71), e por (2.80),

3] w/ Az
ol =as Y P = [ jnPas

M——oco —m/Ax

zmAz&[( —R)+ Re—ﬁﬁﬂﬁﬁ] " (&)dE. (2.78)

w/ Az
=/ g(AZE)P0©)2de. (2.81)

—m/Ax
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Portanto, vemos que a desigualdade (2.45) que define estabilidade na Definigao 2.5.1
serd vélida, se |g(Az€)]?" é devidamente limitada. Para avaliar |g(0)|, § = Az€,
usamos algumas identidades trigonométricas

g0) = (1= R)+Re™?
|(1 — R) + R(cos® —isin@)?

= (1—R+ Rcos#)? + R?*sin’ 0

= [1—R(1—cosh)]” + 4R?sin? g cos? g

0\> 0 0
_ _ .2V 2. 20 ol
= <1 2R sin 2) + 4R” sin 2cos 5

0 0 0 0
_ 1 _ .2 b 2.4 Y 220 o0
= 1—4Rsin 2—l—él:R sin 2+4R sin 2cos 5
0
= 1-4R(1 — R)sin® 3 (2.82)
Observe que |g(f)| <1, se 0 < R < 1, portanto, por (2.80), temos

[} 7 /Az
jr2 = A S Jonf? / 100 (6) [2de

—n/Az

IN

m=—0o0

oo

= Az Y JoplP =0 (2.83)

m=—0o0

e 0 esquema §é estdvel pela Definigao 2.5.1 (K =1, 8 =0).

Contudo, se R nao estd entre 0 e 1 e At/Az é fixado quando Az e At tende
a zero, entdo |g(d)| > 1 para alguns valores de 6, e o esquema é instdvel, como
veremos no préximo teorema.

O proximo teorema dé a condigao para estabilidade para um esquema de passo
simples com coeficientes constantes. Embora no exemplo anterior nés consideramos
o fator de amplificacdo, g, como funcao somente de § = Azg, em geral, g também
dependeréd de Az e At.

Teorema 2.7.1 Um esquema de diferencas finitas (com coeficientes constantes) é
estdvel, se e somente se, existe uma constante K (independente de 6, Ax e At) e
numeros positivos At e AZ, tais que

l9(0, At, Ax)| <1+ KAt (2.84)

para todo 0, 0 < At < Af e 0 < Az < AZ. Se g(0, At, Ax) ¢ independente de Ax
e At, a condigdo de estabilidade (2.84) pode ser substituida por

9(0)] < 1. (2.85)

A prova deste teorema pode ser encontrada no livro do Strikwerda [5]. Este
teorema mostra que para determinar a estabilidade do esquema de diferencas
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finitas, necessitamos considerar apenas o fator de amplificacao g(0, At, Ax). Esta
observagao é devido a von Neumann, e por causa disso, esta analise é usualmente
chamada de analise de von Neumann.

Exemplo: Considerando o esquema avangado no tempo e no espago para a equacao
u + au, = 0, temos que o fator de amplificagao é

g(Az€) =1+ R — Re'A7¢, (2.86)
onde a é positivo e R = aAt/Ax é constante. Dai, temos que
lg(Azg)|? |1+ R — Rcosf — iRsin6)|?
= [1+R(1 —cosh))® + R?*sin’ 0

0 0
[1 + 2R sin? 5]2 + 4R? sin? g cos? 3

0
= 1+4R(1 + R)sin? 3 (2.87)

Se At/Az é constante, entdo podemos usar a condigdo de estabilidade (2.85), e
vemos que |g| é maior que 1 para 6 # 0. Portanto, o esquema ¢ instével.

Aqui chamamos atencdo que para obter o fator de amplificacdo, g, néo é
necessario escrever a integral (2.68) e obter expressoes tais como (2.78). Um
procedimento equivalente, porém mais simples, é substituir v)), no esquema por

n ,imo

gte para cada valor de n e m. A equacao resultante pode ser resolvida para o
fator de amplificacao.

Exemplo: Para ilustrar o procedimento mencionado acima, vamos considerar o
esquema avangado no tempo e centrado no espaco,
1
U = Ukl e (2.88)
At 2Ax ’ '
para a equagao diferencial parcial u; + au, = 0.
Substituindo v por g"e"™A%¢ na expressao (2.88), obtemos

n+1_imb __ n_imb ni(m+1)0 _ n, i(m—1)0
g —9° L. ge —0, (2.89)
At 2Ax
ou seja,
0, —if
n_imé (9 1 e —c
= 2.
g'e (At +a 5AL > 0, (2.90)

que tem fator de amplificacao
g=1—1iRsiné, (2.91)

onde R = aAt/Ax.
Se At/Ax é constante, entdo g é independente de Az e At e

19(0)]> =1+ R*sin?0. (2.92)

Como |g(#)] é sempre maior que 1 para 8 # 0 ou 7, temos pelo Teorema 2.7.1 que
este esquema é instavel.
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2.8 Dispersao e dissipacao para equacoes diferen-
ciais parciais

Observamos que quando resolvemos a equagao diferencial analiticamente, geral-
mente usamos séries ou transformadas de Fourier, que faz a solugao depender de
termos da forma
u(z,t) = ae!@Hi?) = geiwteifr, (2.93)

O termo dado em (2.93) é uma equagao descrevendo uma onda no espago e no
tempo. Na expressdo dada na equagdo (2.93), w é a frequéncia da onda e § é o
numero de onda que é relacionado ao comprimento de onda, A. = 27/8.

Se considerarmos que (2.93) é a solucao de uma das equagoes diferenciais

Up = Vlgy, (2.94)
ou
us + augy = 0, (2.95)

vemos que existe uma relacao entre w e 3. Escrevemos esta rela¢ao como w = w(f) e
a chamamos de relagao de dispersao. Para a equacao (2.94), temos que a relacao
de dispersdo é w = iv3?, e, portanto, a solucio de (2.94) torna-se

u(z,t) = e~ el (2.96)

Observa-se que a onda nao se move e decai com o tempo. Para o caso da onda

unidirecional (2.95), temos que a relagao de dispersdo é w = —af3, e entao a solucao
é

u(z,t) = et (2.97)

Neste caso, observamos que a onda se propaga com velocidade —w//3 e sua amplitude
nao decai. Em geral, este é o caso quando w é real.

Iniciamos, enfatizando que o esquema sera instavel se alguns termos de Fourier
crescem sem limite. Definimos dissipagao de solucoes de equagoes diferenciais
quando os termos de Fourier nao crescem com o tempo e ao menos um termo decai.
Dizemos que a equagao diferencial é nao dissipativa, se os termos de Fourier nem
crescem e nem decaem. Definimos dispersao da solugao da equagao diferencial
parcial quando os termos de Fourier de diferentes nimeros de onda, propagam com
velocidades diferentes.

Mediante a discussdo acima, vemos que a equacao (2.94) é dissipativa (se v > 0,
entdo todos os termos associados com todos os nimeros de onda, 8 # 0 dissipam).
Também observamos que a equagao hiperbdlica (2.95) nem é dispersiva e nem dis-
sipativa.

2.9 Dispersao e dissipacao de esquemas de diferen-
cas finitas

Desejamos saber se os esquemas de diferencas finitas que usamos para aproximar
as equagoes diferenciais parciais tém as mesmas propriedades de dissipatividade e
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dispersividade que suas correspondentes equagoes diferenciais parciais.
Iniciamos, considerando o termo de Fourier discreto

Ul = et WnAtHAkAT) (2.98)

Como no caso continuo, temos a relagdo w = w(f) quando substituimos (2.98)
no esquema de diferengas finitas. A func¢do w = w(f3) serd chamada de relagao de
dispersao discreta.

Antes de continuarmos, observamos que w = w(f) geralmente serd complexa.
Portanto, escrevemos w = « + ib, com a = «(f) e b = b(f), e as chamamos
de relagcao de dispersao discreta real e de relagcao de dispersao discreta
imagindria, respectivamente. Se substituimos w = a 4 ib em (2.98), temos

UZ _ ﬁei[anAt+ibnAt+,6kAz]

_ ﬂ(efbAt)nei,@[kA:vf(7oz/ﬁ)nAt]' (299)
Portanto, vemos que
e se b > 0 para algum f, entao o esquema de diferencas finitas é dissipativo.

e se b < 0 para algum [, entao solugdes para o esquema serao ilimitadas (e o
esquema serd instével).

e se b = 0 para todo (3, o esquema serd nao dissipativo.
Além disso, temos
e se a = 0 para todo (3, entdo nao se tem propagacao de ondas.
e se a # 0 para algum 3, ocorre propagagao de ondas com velocidade —a/f3.
e se —a/f3 é uma fungdo ndo constante de 3, entdo o esquema serd dispersivo.
Exemplo: Analise da dispersao e a da dissipagao do esquema
Pt = o — R, — o), (2.100)

onde R = aAt/Ax, para a equagao diferencial parcial u; + au, =0 (a < 0).
Fazendo a andlise de von Neumann, obtemos o fator de amplificacao dado em
(2.86). Portanto, considerando a < 0, temos que ter |R| < 1 para que o esquema
(2.100) seja estavel.
Para analisarmos a dissipagio deste esquema, introduzimos (2.98) no esquema
(2.100) e depois dividimos por e’ @AHFAD) ohtendo

eiwAt — eiozAte—bAt
1 — R{ePA® — 1}
= 14 R— RcosfAx — iRsin fAz. (2.101)
Portanto,
e ' = |1+ R - Rcos Az — iRsin BAx|

V(1 + R)2 —2R(1 + R) cos BAz + R2. (2.102)
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Observamos que para (3 # 0 hé decaimento e para § = 0 ndo hé crescimento nem
decaimento. Portanto, o esquema é dissipativo. Agora, quando R = —1, temos
b = 0 para todo (3 e 0 esquema é nao dissipativo.

Para analisar a dispersao do esquema (2.100), dividimos a expressao (2.101) pela
expressao (2.102), obtendo

piadt _ 14+ R — Rcos BAz — iRsin fAx
|1+ R — Rcos fAz — iRsin Az

(2.103)

ou

—Rsin fAx

At = .
tanast 14+ R — Rcos BAx

(2.104)

Portanto a parte real da relagao de dispersao pode ser escrita como

1 -1 Rsin fAx
=—— . 2.1
“ ttan {1+R—RcosﬁAm} (2.105)

Como « é ndo linear em [, entdo o esquema (2.100) é dispersivo.
Expandindo «, dado em (2.105), em série de Taylor em torno de Az = 0,
obtemos
a~ —af(l— F2Az*(1 + 3R+ 2R?)/6), (2.106)

ou seja,
—a/f ~a—af*Axz*(1 43R+ 2R%)/6). (2.107)

Logo, para que a dispersio seja reduzida, devemos ter: 1+ 3R + 2R? = 0, ou seja,
R=-1louR=-1/2.

2.10 Problemas bidimensionais
Nesta secao nos vamos tratar de problemas bidimensionais. Para isto, vamos, in-

icialmente, considerar um problema especifico.
Consideremos o seguinte problema parabdlico:

u = V(Ugy + Uyy) + Fz,y,t), (z,y) €R, t>0 (2.108)
/U/(x7 y’t) = g(m7y7 t)7 ($7y) E 8R’ t > 07 (2'109)
u(z,y,0) = f(z,y), (z,y) € RUIR. (2.110)

onde RC 2.

Consideraremos R = [0,1] x [0,1]. Para podermos calcular uma aproximagao
para a solugdo do problema (2.108) — (2.110), consideramos a seguinte malha:
xzj = jAx, j =0,1,... My, e yp, = kAy, k = 0,1,..., M, (veja Figura 2.4). A
aproximacao da funcao u(z,y,t) no ponto da malha (z;,yx) no n-ésimo nivel de
tempo serd denotada por vl
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Ay

1 (1,1)

(0,0) A x 1

Figura 2.4: Malha bidimensional no dominio [0,1]x[0,1].

X

Usando o mesmo raciocinio para o caso da discretizacao unidimensional, equagao

(2.16), temos
1

(Vea)fr = A2 [U;L+1,k — 2y + ”;quc}

1
— 2, n
A2 0r Uik

(vyy)je = A2 [U;L,k—&-l _QU?,k"_'U;L,k—l]

1 2, n
A—y2(51’l}j7k.

Entao, podemos aproximar a equacado diferencial (2.108) por
v?j;l — Uy v
At Ag2 IR T A2

v

a qual pode ser rescrita
vt = v A+ (o0 + 00T + ALFY,

onde r, = vAt/Az? e r, = vVAL/Ay?.
A discretizacao das condigoes de fronteira (2.109) ¢é

Uo.k 9(0, kAy,nAt), k=0,...,M,,
uhr = 9(LkAy,nAt), k=0,...,M,,
ufy = g(jAz,0,nAt), j=0,...,M,,
u;-lvMy = g(]AxalanAt); ,]‘:0,...,]\41,7

820, + 52”;,;; —|—F]7fk,

(2.111)

(2.112)
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e da condigdo inicial (2.110) é
uf = f(jAz, kAy), j=0,...,My, k=0,...,M,. (2.119)

Vamos discutir a convergéncia, a consisténcia e a estabilidade para o esquema
avangado no tempo e centrado no espaco (2.114). Entao, iniciamos a nossa discussao
com o fato que as definigbes de convergéncia (Definigdo 2.3.2), de consisténcia (De-
finigdo 2.4.2) e de estabilidade (Definigdo 2.5.1) sao vélidas para problemas bi e
tri-dimensionais. Além disso, o Teorema de Lax e o Teorema de Equivaléncia de
Lax também permanecem validos. Portanto, a tinica diferenca do caso unidimen-
sional para o caso bi e tri-dimensional serd a norma.

Iniciamos, discutindo a consisténcia, a qual nao é dificil de ver que é semelhante
ao caso unidimensional. E claro, que a expansao em série de Taylor agora é em
duas e trés dimensoes. Portanto, usando a expansao em série de Taylor podemos
determinar que o esquema (2.114) tem erro de truncamento local: O(At)+O(Ax?)+
O(Ay?).

Entao nosso préximo passo seria abordar a convergéncia, mas isso seria extre-
mamente dificil em duas e trés dimensoes se nao usassemos o Teorema de Lax.
Portanto, estudaremos a estabilidade do esquema (2.113).

Vamos usar a andlise de von Neumann, isto é, vamos substituir vl =
greTATECRAYY o esquema (2.113) e depois usar o Teorema 2.7.1 (estendendo-o
para o caso bidimensional). Entéao, fazendo a devida substitui¢do, temos

gnJrleijAa:{eik:Ay“/ _ gneijAr§eikAy'y
At
(gnei(jﬂ)AxgeikAm — 9" IIATE ikAyY 4 gnei(jq)mgeimyy)

1%
Ax?
+ v (gneijAl‘fei(k-l-l)Ay"/ _ 2gneijA;E£eikAy'y + gneijAazﬁei(k—l)Ay'y)

Ay? '

(2.120)
Agora, dividindo ambos os lados da equacio (2.120) por ¢g"e2%Ee*AY7  obtemos

g9— 1 v (eiAm’E _2_'_672'Az§) +

A= AE ——(e"AYT — 9 4 TRV, (2.121)

Ay?
ou seja,
.o 0s .20y
g=1—4r,sin 5~ 4r, sin 5 (2.122)

onde 0, = Az e 0, = Ayy. Se r, e ry sao constantes, entao o fator de amplificacao
nao depende de Az, Ay e At, entao pelo Teorema 2.7.1, temos

lg] < 1. (2.123)

Portanto,
-1<g<1. (2.124)
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O lado direito da desigualdade (2.124) é sempre verdadeira para quaisquer 6, 6y,
T € 1y. Porém, o lado esquerdo sé serd vélido, se

0 0 1
7, sin? ?g” + 1y sin® 31’ <5 (2.125)
Dai, vemos que, para quaisquer 0, e 0,, a desigualdade serd vélida, se
1
re + 1y < > (2.126)

a qual é a condigao de estabilidade do esquema explicito (2.114). Observe que, se
Az = Ay, temos

(2.127)

1
Te=VRE ST



Capitulo 3

Equacoes hiperbdlicas

3.1 Introducao

Neste capitulo abordamos esquemas numéricos para resolver equagoes hiperbdlicas.
Como exemplo, utilizamos a equacao hiperbdlica mais simples, a saber, a equagao
da onda unidirecional (1.75), a qual, por comodidade, rescrevemos aqui

ut + aug = 0. (3.1)
Vamos estudar o problema de valor inicial. Portanto, considere o dado inicial
w(z,0) = up(x). (3.2)

Por inspecao, i.e., calculando as derivadas observamos que a solucao do problema
(3.1) - (3.2) é
u(z,t) = up(x —at), x€ , t>0. (3.3)

A férmula (3.3) nos diz que a solucdo em qualquer tempo £ é uma cépia da
funcdo original deslocada para direita (para esquerda), se a > 0 (se a < 0). As
retas no plano zt onde x — at é constante sao chamadas de caracteristicas. O
parametro a tem dimensao de distancia dividida por tempo e é chamado velocidade
de propagacao ao longo da caracteristica. Portanto, a solugao de (3.1) pode ser
considerada como uma onda que se propaga com velocidade a e nao muda a forma
e nem perde amplitude (veja Figura 3.1). Em outras palavras, ndo hé dissipacao
na solucdo da (3.1). Lembramos que dissipagao estd naturalmente contida nas
equagoes parabdlicas, o que ajuda na estabilidade dos esquemas numéricos para
estas equagoes.

Observamos que (3.1) s6 faz sentido se u é diferencidvel, porém a equagao (3.3)
nao requer a diferenciabilidade de ug. Em geral, permite-se solucoes descontinuas
para problemas hiperbdlicos, assunto que serd mais detalhado no Capitulo 4.
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0 a X
Atzl
:
0 2a X
/\J\tzz
|
0 3a X

Figura 3.1: Solugoes nos tempos t =0, 1 e 2 s.

3.2 Métodos upwind

Alguns esquemas de diferengas finitas para a equacao (3.1) foram visto no Capitulo
2. Nesta secao, vamos analisar dois esquemas, os quais sao conhecidos como esquema
upwind [2] (ou esquema unilateral [6]).

Vamos considerar primeiro o esquema avangado no tempo e avangado no espago

ot =) — R(vjy, — v, (3.4)

com R = aAt/Az e a < 0. O esquema (3.4) é consistente de ordem O(At)+O(Ax)
o que pode ser mostrado facilmente usando a férmula (2.17) e uma férmula andloga
para a derivada u,. Quando a estabilidade do esquema foi analisada no Capitulo
2, obtemos o fator de amplificagao (2.86)

g(0) =1+ R — Re". (3.5)

Naquele exemplo analisamos o esquema (3.4) para a > 0 e concluimos que ele é
instdvel. Agora, estamos analisando o mesmo esquema para a < 0. Usando o
resultado obtido em (2.87), temos

0
19(0)|*> =1+ 4R(1 + R) sin? 3 (3.6)

o qual deve ser menor ou igual a 1 para que o esquema seja estavel. Isto é,

4R(1+ R) < 0. (3.7)
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(kkAx, m+1)At) (lkkAx, (n+1)At)

(@) (b)

Figura 3.2: Caracteristicas para equagao diferencial (3.1) e base do esquema (3.4):
(a) quando a < 0, (b) quando a > 0.

Esta desigualdade implica que
~1<R<0, (3.8)

condicao que s6 pode ser satisfeita para a < 0.

Néo é dificil entender por que o esquema (3.4) é um bom esquema para a equagao
diferencial parcial (3.1) quando a < 0 e ruim quando a > 0. A Figura 3.2 mostra
as caracteristicas para equacao (3.1), (a) quando a < 0 e (b) quando a > 0, junto
com a base do esquema para calcular v no ponto (kAz, (n + 1)At). Observe que a
caracteristica que passa por (kAz, (n 4+ 1)At) quando a < 0, sobe da direita para
a esquerda indicando a propagacao na direcao negativa do eixo x, quando ¢ cresce.
O esquema (3.4) realiza os cdlculos na mesma dire¢do, transportando os valores
em (kAx,nAt) e ((k + 1)Ax,nAt) para (kAxz, (n + 1)At). O nome upwind é uma
referéncia a esta caracteristica do método, no qual os valores “transportados” para o
préximo nivel de tempo se adequam ao sentido da corrente. Por outro lado, se a > 0
(Figura 3.2 (b)) o esquema (3.4) usa pontos em direc¢ao contraria das caracteristicas,
que agora vao da esquerda para a direita.

O andlogo para o esquema de diferengas finitas (3.4) para resolver a equagao
(3.1) com a > 0 é o esquema avangado no tempo e atrasado no espago (2.74).
Podemos ver que este esquema é consistente com a equagdo parcial (3.1), com
ordem O(At) + O(Ax), com o uso de expansao em série de Taylor. A andlise de
estabilidade foi feita no Capitulo 2, onde concluimos que o esquema é estavel se
0 < R<1,i.e., ele é upwind para a > 0.

3.3 Meétodo Lax-Wendroff

Estamos interessados em obter um esquema para a equagao (3.1) de ordem superior
aos esquemas upwind. Para isto, inicialmente, observamos de (3.1) que u; = —au,.
Derivando novamente em ¢, obtemos

un = (~auy) = —alu)s = —a(~auy); = s (3.9)
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Entao, substituindo estas derivadas na série de Taylor

At?
n n 2 nAt2 3
= up + (—aug)p At + (a um)kT + O(AY)

= u—a <“"+%;’H + O(Az2)> At

n _ 2 n n 2
+a? (“’““ AI;’ZJF Sty O(AxQ)) ATt +O(AF)

. alAt o d?A,
= Uk — Eéouk —+ mézuk + O(AtAl’z) -+ O(Ats),
Assim, podemos aproximar a equacao diferencial (3.1) pelo esquema de diferencas

finitas
2

R R
ot = — 5501),? + 7521),?. (3.10)
O esquema (3.10) é chamado de esquema de Lax-Wendroff.

Usando a anélise de von Neumann no esquema (3.10), obtemos que o fator de
amplificagdo para o esquema (3.15) é

9(0) = 1- g(e“’ —e )+ R;(e“’ — 247 (3.11)
= 1-2R%sin® g — iRsin . (3.12)
Entao, a magnitude de g(f) é
lg(0)]? = <1 — 2R?sin? g)Q + <2Rsin g cos g>2 (3.13)
= 1—4R*(1 — R?)sin? g. (3.14)

Como o Teorema de Lax garante a convergéncia da solugao numérica para a solugao
exata, se |g(6)| < 1, condigdo que serd verificada se 1— R? > 0. Portanto, o esquema
(3.10) serd estdvel se, e somente se, |R| < 1.

3.4 Meétodo Lax-Friedrichs

O método Lax-Friedrichs é um esquema de diferengas finitas para equagao diferen-
cial (3.1) que tem consisténcia condicionada. A discretizacao deste método é:
1
vt - %(”Zﬂ + k1) avl?+1 + vy
At 2Ax

= 0. (3.15)
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Inicialmente, vamos mostrar que o esquema (3.15) é consistente com a equacao
diferencial parcial (3.1). Para isto, vamos usar a Definicdo 2.4.1. O operador
associado ao esquema (3.15), aplicado numa fungao suave ¢ é

O = 5Ok +Ok) | Ok TR

k9= At 2Ax (3.16)
Usando as séries de Taylor,
1 1
i1 = O + Avéy + SAZ Gy + EAQ:%M + O(Az?), (3.17)
onde as derivadas sdo calculadas no ponto (xg,t,). Assim, temos
1 1
S i + 911) = 6 + 5 Aru + O(A2), (318)
Thtl Tkl AL Azxt). 1
N o + G AT buze + O(A27) (3.19)
Substituindo estas expressoes em (3.16), obtemos
n 1 1 Az?
1
—|—6an2¢11@ +O(Az* + Azt /At + At?). (3.21)
Logo,
1 Ax?

1 1
Lo—Li¢ = 5Algy - o éam%m + O(Az* + Azt /At + At?) — 0,
(3.22)
quando At,Axr — 0 e Ax?/At — 0. Ou seja, esse esquema ¢é condicionalmente
consistente.
Para estudar a estabilidade, vamos usar a andlise de von Neumann no esquema

(3.15), rescrito como

2 At

n 1 R
vyt = 5(”1&1 +og_1) + E(UI?Jrl = UE_1)- (3.23)
Calculando o fator de amplificacdo do esquema (3.23), temos
1 . . R . _
g= 5(610 + 6—10) + 5(619 _ e—ze). (3.24)
Para que o esquema (3.23) seja estdvel, precisamos que |g| <1 (ou |g|? < 1), i.e.,
lg|> = cos? @ + R?*sin? 0 < 1. (3.25)

Conclui-se que |R| <1 ¢é a condicao de estabilidade.

Entao usando o Teorema de Lax, concluimos que a solugao numérica obtida
usando o esquema (3.23) converge para a solucao da equacgao diferencial (3.1), se
|R| < 1.

Para finalizar esta secao, resumimos na Tabela 3.1 as principais caracteristicas
de cada esquema de diferencas finitas apresentados aqui para a equagao diferencial
(3.1).
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|| Nome | Esquema | Estabilidade | Ordem ||
Avangado no tempo | (2.88) instavel O(At) + O(Az?)
Centrado Espago
Avancado no tempo | (3.4) estével O(At) + O(Ax)
Avancado no Espaco (-1<R<0)
Avancado no tempo | (2.74) estével O(At) + O(Ax)
Atrasado no Espago (0<R<1)
Lax-Wendroff (3.10) estdvel O(A#?) + O(Az?)
(R <1)
Lax-Friedrichs (3.15) estavel Condicionalmente
(IR <1) consistente,
O(At) + O(Az?/At)

Tabela 3.1: Caracteristicas de esquemas de diferencas finitas para a equacao da
onda unidirecional: u; + au, = 0.

3.5 Equacao da onda unidimensional

A equagdo hiperbdlica estudada no Capitulo 2 e na secdo anterior é de primeira
ordem no tempo. Nesta secao vamos estudar uma equagao hiperbdlica de segunda
ordem. A equacao hiperbdlica de segunda ordem mais simples é a equagao da onda
unidimensional (1.44), a qual rescrevemos aqui

Uy = U, (3.26)

onde ¢ é um nimero real ndo negativo. Equagdes do tipo (3.26), as quais sdo de
segunda ordem no tempo, requerem duas fungoes como dados iniciais, tipicamente

u(z,0) = f(z), (3.27)
ut(x,0) = fi(x). (3.28)

Além disso, condigoes de fronteiras deverdo ser dadas, por exemplo,
w(0,t) = h1(t), e u(l,t)=ho(t), t>0. (3.29)

De forma andloga as andlises das equagoes diferenciais de primeira ordem no
tempo, usamos expansao em série de Taylor na varidvel ¢ em torno do ponto (xg, t,)
para calcular u(xg, tp+1) € w(zk, tn—1), € obtemos a derivada temporal de segunda

ordem " .

n n n—
PR S 2uy + uy,
utt(mka n) - At2

Usando (3.30) e (2.4), obtemos o esquema para a equagao (3.26)

+ O(A?). (3.30)

n+1 n n—1 n _ n n
v = 2ugtu 2 Vi — 2vp + g

At? Ax? ’

(3.31)
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o qual tem erro de truncamento local O(At?)+O(Ax?), i.e., ele é de segunda ordem
no tempo e no espago. Rescrevendo o esquema (3.31), temos

v,?“ = (c)\)Q(v,fH —vp_q)+2(1— (c)\)z)vg — vzfl, (3.32)

onde A = At/Az. Para calcular UZH com o esquema (3.32) precisamos conhecer
vy e vz_l, ou seja, é necessario conhecer dois niveis de tempo anteriores. Feliz-
mente, para equacao de segunda ordem no tempo temos duas condigoes iniciais.
Discretizando as condigoes (3.27) e (3.28), temos

Ug = f(xk)a

vi(zr, 0) = filew) =

1 0
Vi — Yk

At

Ou seja, adotamos os seguintes valores para iniciar o procedimento

v o= fla), (3.33)
v = V) +Atfi(zg), k=0,...,m. (3.34)

Assim, para implementar o esquema (3.32) usamos (3.33), (3.34) e as condigoes de
fronteira (3.29).

As definigoes de convergéncia, consisténcia e ordem de precisao para esquemas
de diferencas finitas apresentadas no Capitulo 2 permanecem sem modificagoes para
equacgoes de segunda ordem no tempo. A andlise de von Neumann também per-
manece valida.

Vamos mostrar que o esquema (3.32) é condicionalmente estdvel. Para isto,
usamos a analise de von Neumann, de forma similar & do Capitulo 2. O fator de
amplicagao é solugao da equagao quadratica

¢* —2g+1 = —4c*\? sin® gg. (3.35)
Portanto,
g +2 <2c2)\2 sin? g — 1) g+1=0. (3.36)
Observe que a equagédo (3.36) é do tipo
9> +2bg+1=0, (3.37)

a qual tem solucao
g=-bEt b2 —-1, se b >1, (3.38)
ou

g=-bLiv1-0% se |b <1. (3.39)

Se |b] < 1, entdo |g|? = b® + 1 — b = 1. Portanto, o esquema ¢é estével. Por outro
lado, se |b] > 1, temos |g|?> = b2 + b> — 1 F 2bv/b2 — 1. Entdo pelo menos uma
das solugbes da equagdo (3.37) terd um valor absoluto maior que 1. Portanto, o



3.5. EQUACAO DA ONDA UNIDIMENSIONAL 51

esquema nao serd estdvel. Mediante esta andlise, vemos que o esquema (3.31) serd
estavel se

|b] =

0
2¢%\? sin? 3~ 1‘ <1, (3.40)

ou seja,

0
—1 < 2¢* M\ sin? g 1<L (3.41)

Dai, concluimos que o esquema (3.31) serd estdvel se cA < 1, A = At/Ax.
Agora, vamos apresentar outro esquema para a equacao da onda (3.26), o qual
tem erro de truncamento local O(At?) + O(Axz?),

Z+1 — P 4l 1 2 —Vi, o + 16vp,  — 30v + 1607 | —vp , (3.42)
AL Ax? ' '

Para ver que o esquema (3.42) é de quarta ordem no espago basta usar as
expansdes em série de Taylor na varidvel « em torno do ponto (z, t,,) de v(Txt2,tn),
v(Tk—2,tn), V(Tpt1,tn) € v(xk—1,t,) e alguns cdlculos algébricos.

A equacdo para os fatores de amplificagdo para o esquema (3.42) é

_621'9 4 1661’0 _ 30 + 16€_i9 _ 6—21'0
g —29+1 = A\ ( 2 ) g (3.43)
-2 260 + 32 0 —30
— 2N ( o8 +12 o8 > J. (3.44)

Ap6s algumas manipula@ées das formulas trigonométricas obtemos: —2cos26 +
32cosf — 30 = —16sin” ¢ (3 + sin —) Rescrevendo a equagao (3.44), temos

4 20 50
g+ [502)\2 sin? (3 + sin 5) — 2] g+1=0, (3.45)
que é uma equagao do tipo (3.37) com b = %cz)\Q sin? (3 + sin? ) — 1. Portanto,

0 esquema sera estavel se
2 2 0 0
‘g 2\? sin? <3+sm 5) - 1' <1. (3.46)

Dai, tiramos que o esquema (3.42) serd estdvel, se

A < £ (3.47)
2
Observe que o esquema (3.42) requer o uso de v}, ,, o0 que significa que vamos
precisar de pontos ficticios na malha espacial.
Para finalizar esta segdo vamos fazer a andlise de von Neumann para mais um
esquema de diferengas finitas para equagao (3.26). Para derivé-lo, lembramos que:
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Uy = C*Usgy, €, POItaANto, Uspy = C*Uzeze. Substituindo estas expressoes na equacao
(2.4), obtemos

Uy —2up tup 1 Az?

A2 = C_Qutt(xka tn) + 1902 Uwatt +0(Az?). (3.48)
Portanto,
up = 2up +up_ 1 uZH —2up + uzfl 5
Az’ =2 INE O
Ax? [ 6262up
12¢2 ( Aa? TOB)+ O(At2)> +o(ast,
ou seja,
up = 2up +up o Tt = 2u) ! 5
Aa? =2 INE +OAE)
1

n+1
aAp (Ui

ot 2wl + O(AZPAR) + O(AzY).

—1 1 —1
+ 72uz+1+uz+1+u2+ — 2uy + uy,

Assim, temos o esquema Implicito de segunda ordem no tempo e quarta ordem no
espago

ot 100t ot = 2(u, )+ 100P + o) + o) + 100 o

= 12N (v — 20 + v y), (3.49)

para a equacao (3.26).

Embora este esquema requeira a solucao de um sistema tridiagonal em cada
passo de tempo, ele tem a vantagem sobre o esquema (3.42) de nao usar v}, , para
calcular v,

Vejamos que este esquema, embora implicito, nao é incondicionalmente estavel.

O fator de amplificacdo para o esquema (3.49) é obtido através

e +104+e77) —29(e”? +104+e7) + (e + 10+ e77) = 1262X2 ("0 — 2+ 79),
(3.50)
ou seja,

g*(2cos @ + 10) — 2g(2cos @ + 10) + (2cos f + 10) = 12¢*A\*(2cosf — 2)g.  (3.51)
A equacao (3.51) pode ser rescrita

—2cosf — 10 — 6c2\%(2cos ) — 2)
2cosf + 10

92—1-2{ ]g+1=0. (3.52)

Observamos que a equacao (3.52) é do mesmo tipo da equacao (3.37). Portanto,
para que o esquema seja estavel, temos que ter
—2cosf — 10 — 6¢2A%(2cos 0 — 2)
2cosf + 10

’ <1. (3.53)
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eh < \/g (3.54)

Nao é dificil satisfazer esta restricdo para que o esquema seja estavel, por que ela
nos diz que o esquema sera estavel desde que At seja pequeno quando comparado
com Az (lembre-se: A = At/Ax).

Isto nos fornece a condigao



Capitulo 4

Leis de conservacao

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos trabalhar com leis de conservacao nao linear, as equagoes
diferencias parciais do tipo:

ou 0
o w) =0, (1.1)

u(z,0) = up(x),

na qual a funcao fluxo, f(u), é, em geral, uma fungao nao linear. Na Segdo 1.5
destas notas vimos que estas equagoes sao modelos matemaéticos de processos que
envolvam transporte, como, por exemplo, o trafego em rodovias.

As leis de conservagdo formam um capitulo a parte no estudo das equagoes
diferenciais parciais. Nas tultimas décadas, muitos matematicos tém se dedicado a
tarefa de melhor entender estas equacoes diferenciais que admitem solugoes com
descontinuidades. A questao central é conciliar dois conceitos mateméaticos contra-
ditorios: equacgoes diferenciais, que pressupoem continuidade das fungoes que estao
sendo derivadas, e suas solugoes descontinuas, que as aplicagoes praticas exigem.

O espago do qual dispomos nesta notas nao permite abordar o assunto com
todo o formalismo matemaético. Entretanto, vamos apresentar algumas idéias que
julgamos 1teis aos leitores interessados em resolver problemas deste tipo sem neces-
sariamente se aprofundar muito na matematica. Para maiores detalhes sugerimos
as referéncias [2], que pode parecer dificil mas é bdsica no assunto, e [7], um livro
mais extenso e detalhado.

Neste capitulo apresentamos inicialmente os conceitos bésicos da teoria das leis
de conservagao, que sao também basicos nos métodos numéricos para este tipo
de problema. Definimos um conceito mais amplo de solucao chamada solugao
fraca, condigoes que as solugoes devem satisfazer, que sao as condigoes de Rankine-
Hugoniot e de entropia. Também introduzimos os problemas de Riemann para
entao apresentar dois métodos para resolver estes problemas: os métodos Godunov
e TVD (total variation diminishing).
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caminho do choque /

t;+At 1

u=us+

X X1+AX

Figura 4.1: Regiao de integracao para calcular a velocidade do choque.

4.2 Solucao fraca

Uma funcao descontinua nao pode ser solugao no sentido cléssico de equagoes di-
ferenciais. A matemadtica contorna esta dificuldade usando formulagoes integrais
da equagdo diferencial. Multiplicando u; + f(u), = 0 por uma funcdo suave com
suporte compacto, ¢(x,t), integrando o resultado na regido (—oo, 00) x (0, 00), ob-
temos

/000 /_O:O [ug + f(u)g] ¢pdaxdt =0, (4.2)

e passando a derivada para as funcao suave,

/OOC /O; [udr + f(u)ds] dedt + /0; u(z,0) ¢(x,0) dx = 0, (4.3)

que abre espaco para uma defini¢do mais geral de solucao.

Dizemos que u(z,t) é solugdo fraca da lei de conservagdo definida em (4.1),
se ela satisfaz a equacao (4.2) ou (4.3), qualquer que seja ¢(x,t) com derivadas de
primeira ordem integréveis e suporte compacto.

4.3 Condicao de salto, Rankine-Hugoniot

Vamos mostrar que descontinuidades que podem ocorrer em solugoes fracas de leis
de conservacao devem satisfazer condigoes pré-estabelecidas.

Tomemos um pequeno retangulo como o mostrado na Figura 4.1, na qual x5 =
1 + Az e tg = t; + At. Integrando us + f(u), = 0 neste retangulo, temos:

/tlt 2 /:2 (wr + f(w)) dadt

/:2 u(z, to)de — /:2 u(x,t1)dx (4.4)

1 1
to to

+ (u(z2,t))dt — (u(z1,t))dt = 0.

t1 t1
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Admitindo que a descontinuidade de u(x,t) se dd ao longo de uma trajetéria
como a representada na Figura 4.1 pela linha tracejada, e que u(z,t) = uy a direita
desta trajetéria e u(z,t) = u_ a sua esquerda, a integral acima nos fornece:

u_Ax —uy Az + flug)At — fu_)At =0, (4.5)
ou seja, usando também a notacao de salto de uma funcao:

A — _
2z _ flug) — fluz) _ m (4.6)
At Uy — U_ [u]
Mostramos assim que a velocidade s com a qual a descontinuidade avanga em x
et ,i.e. propaga, deve satisfazer a condigao de salto, ou condigao de Rankine-

Hugoniot:
uy) — flu_
_flu) -~ f) 1) (47)
Uy — U [u]
que é chamada de velocidade do choque, uma vez que descontinuidades e choque
tém o mesmo significado neste assunto.

4.4 Nao unicidade de solugao: Condigcao de entro-
pia

Para contornar o problema matematico de solugao descontinua em equacgoes diferen-

ciais, ampliamos o conceito de solucao e criamos uma outra dificuldade, a existéncia

de mais de uma solugao fraca. Como os fendmenos naturais, em geral, tém apenas

uma solucao, devemos estabelecer critérios de escolha da solugao fisicamente rele-

vante. E possivel perturbar a equacao introduzindo um termo difusivo na lei de
conservagao:

U 2u

o (=<0, (18)
que, com as condigoes adicionais coerentes, em geral tem uma tunica solucao
us(x,t). Podemos entao definir a solugao da lei de conservagao tomando o limite,
u(x,t) = lim._g uc(x, t). Embora este raciocinio seja elegante, é pouco objetivo se
queremos calculos efetivos. Felizmente, é possivel estabelecer relacbes matematicas
que viabilizem a utilizagao pratica deste procedimento para escolha da solugao
fisicamente correta. Estas relagoes sao conhecidas como Condigoes de Entropia
e as versoes mais usadas sao as seguintes:

Versao I: Uma descontinuidade que se propaga com velocidade s, dada por (4.7),
satisfaz a condicao de entropia, se

flus) > s> f'(uy). (4.9)

Versao II (Oleinik): u(x,t) é uma solugao de entropia, se todas as descontinuidades
calculadas por (4.7) satisfazem a seguinte propriedade:
flu) = fu-) flu) = flug)

282 —————, (4.10)
U — U_ U— Uy



4.5. PROBLEMA DE RIEMANN CENTRADO NA ORIGEM 57

qualquer que seja u entre u_ e u.

4.5 Problema de Riemann centrado na origem

A lei de conservacgao que tem como condigdo inicial uma funcao constante por partes
com uma unica descontinuidade,

ou 0
5t T g, F)=0 (4.11)
u_, <0
u(@,0) { Uy, >0

é conhecido como Problema de Riemann centrado na origem. O problema de
Riemann é bem estudado na matemaética, principalmente por fornecer uma base
tedrica para a leis de conservagao, tanto do ponto de vista analitico quanto numérico.
Veremos alguns detalhes a seguir.

Observe que ao longo das retas £ = x/t, admitindo suavidade de u(€), temos:

_dudé ow 0 dudf 1

w= G = @€ o G () = PG = L w(©)

¢ portanto, )
w o+ (FW), = S/ (§) (=€ + f/(w) = 0. (4.12)

De (4.12) concluimos que: se u(§) é solugao suave, entdao deve satizfazer a pelo
menos uma das duas alternativas: (i) u= constante ou (ii) f'(u(€)) = £. As solugdes
do segundo tipo sao chamadas rarefagoes e podem ser obtidas se soubermos cal-
cular a inversa de f'(u).

Em resumo, a condi¢do de entropia, (4.9), e a condigdo (4.12) nos fornecem a
pista para achar a solugdo do problema de Riemann (4.12), pelo menos no caso de
f(w) ser uma fungao convexa:

1. Uma descontinuidade, ou choque, cuja velocidade é calculada por (4.7) deve
satisfazer a (4.8), o que s6 é possivel se f/(u_) > f’(u4). Neste caso a solugao
de (4.12) é:

Uu_, r<st
u(x,t)—{ wp, w> st (4.13)

2. Se f'(u—) < f'(uy), choques ndo podem ocorrer. Podemos pensar em solugoes
suaves, usando as rarefacoes. Assim, o problema de Riemann (4.12) tém
solugao suave:

u_, < f(u_)t
u(z,t) = ¢ w@/t), flu)t<z< f(up)t (4.14)
U, x> f'(ug)t

onde w(&) satisfaz f/'(w(§)) =&, i.e., w é a funcdo inversa de f’.
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4.6 O método de Godunov

Em 1959, Godunov propds seu método cuja idéia bésica é a interpretacao da solugao
discretizada obtida no nivel de tempo ¢, como a condicao inicial para a obtengao
da solucao no nivel ¢, através de varios problemas de Riemann.

Detalhando mais, usamos a solugao numérica num nivel de tempo t,,, v™ = {v;‘},
para construir uma fungéo constante por partes, v(z, t,), definida por:

ﬁ(x,tn) = ’U;L, mjfl/Q <z < l’j+1/2. (415)

Esta funcao constante por partes é usada como condicdo inicial para resolver
analiticamente a lei de conservagao no intervalo ¢, <t < t,,41. Observe que o(z,t,,)
define um problema de Riemann local em x4, /5.

Integrando a lei de conservagao no retangulo [xj_l/g,xj+1/2] X [tn, tnt1], de
forma analoga ao que foi feito para estabelecer a condigao do salto, temos

Tjt1/2 ~ Tjt1/2 ~ tn41 _
/ O(x, tpy1) de = / o(x, ty,) dx +/ J(@(xj_1/2,1))dt
x x t

j—1/2 j—1/2 n

~ /t " g an )t (4.16)

n

Podemos definir a solucdo aproximada no nivel t, 1, vl = {v;”rl} tomando
as médias da solugao exata:

1 Tj+1/2
’U;L+1 = E/ 17(.’[',tn+1) dx (417)

Tj—1/2

e a fungao fluxo numérico, F, também tomando a média:

n ,n 1 bnts ~n
Fof) =57 [ FE () dt (4.18)

tn

Usando (4.16) dividida por Az e lembrando que o(z,t,) = v}, T 172 < T <
Zj41/2, temos
At
+1
T =) — As [F(0}, v}y y) — F(vj_1,0})] . (4.19)
Observe que como método de Godunov é obtido diretamente da lei de con-
servagao, temos uma discretizacao consistente com a lei de conservagao. Em outras
palavras nao estamos discretizando a forma nao conservativa da lei de con-
Servagao:

g+ f'(w)ugy = 0. (4.20)

Como se vé, a forma nao conservativa da lei de conservagao é obtida aplicando
a regra da cadeia no termo (f(u)),.

Veremos a seguir que embora a discretizagao (4.19) origine da forma conserva-
tiva, a expressdo (4.20) serd util nos célculos efetivos da solugdo pois ela gera a
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conexao com o método upwind no qual o sentido do fluxo define os pontos usados
na discretizacao. No caso de lei de conservacao o sentido do fluxo é definido pelo
sinal de f/(u).

O célculo da integral (4.18) é fécil por que o(x,t,) é uma funcdo continua por
partes, a condi¢do inicial para resolver o problema em [t,,t,+1]. Temos entdo,
localmente, um problema de Riemann centrado em x;;1/5 cuja solugao é auto-
similar, isto é, constante ao longo das retas (z — x;41/2)/t = constante. O valor
constante de ¥(z,t,) ao longo da reta x = x,1, depende dos dados que definem
o problema de Riemann, que neste caso sao v} e v}, ;, fornecidos pela condigao
inicial, & esquerda e a direta de x;,/2, respectivamente. Assim, se denotamos este
valor da solugao constante por v* (v}, v, ), o fluxo numérico definido pela integral
(4.18) seré:

F(ol',oly) = F0* (07, 7,)). (4.21)

Na notagao que estamos empregando, o esquema (4.19) do método Godunov se
escreve na forma:

At
o —

n+l _  n
Yj ) Ax

[f (" (v, vj40)) = F0 (071, 0]))] - (4.22)

Nos resta decidir como escolher uma aproximagao para v*(v}, v}, ;). Neste
estagio vamos obter um método que generaliza o upwind, o método explicito que,
como vimos no Capitulo 3, é condicionalmente estéavel para a equagdo hiperbdlica
de primeira ordem,

ug + auy, = 0. (4.23)

No método upwind as aproximacoes sao calculadas por:

N+l _ n_aAt

Yi Y A—m(

of —of 1), a>0

J—1
(4.24)
n alt
it = = R (W —vf) s a <0

Comparando (4.20) com (4.23) e as defini¢oes dos respectivos fluxo numéricos
em (4.19) e (4.24), obtemos v*(v7,v},;) em duas das quatro possibilidades dos
sinais de f/(u_) e f'(u4):

L Se fu), f/(us) = 0= v = u_s
IL. Se f'(u_), f'(us) <0=v* =uy.

Uma terceira possibilidade seria f'(u_) > 0 > f’(us). Neste caso, como a
condigao de entropia (4.9) é satisfeita por solugoes com choque de velocidades cal-
culadas pela condi¢ao de Rankine-Hugoniot (4.7), podemos definir a solucdo de
acordo com o sinal desta velocidade, ainda seguindo a idéia do método upwind, ou
seja:
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Finalmente resta o caso f'(u—) < 0 < f’(us), que ndo permite choques
entrépicos. Este caso é conhecido como rarefacao transonica, numa referéncia a
choques que em certas circunstancias ocorrem na propagacgado do som. Neste caso
a solucao é suave e escolhemos como aproximacao para v*(v?,vﬁ_l) o valor in-
termedidrio us tal que f’(us) = 0, no qual a caracteristica tem velocidade nula.
Obtemos assim a quarta, e tltima, possibilidade:

IV. Se f'(u_) <0< flluy) = v =us, f'(us) =0, ie., us =w(0).

Um bom exercicio é verificar que o fluxo numérico do método Godunov no caso
em que f(u) é uma funcgdo convexa pode ser escrito como a equacao (13.24) do livro
de LeVeque [2]:

ming, <u<u, f(u), se u_ <wuy
Flu-,uy) = : (4.25)

max,_<u<u, f(u), se u_ >uy

Estudos posteriores a Godunov mostraram que estas expressoes sao também
vélidas no caso mais geral, isto é, para func¢oes f(u) ndo convexas.

4.7 Os métodos de alta resolugao: TVD

Os exemplos apresentados no Capitulo 2 indicam uma fato que pode ser demons-
trado matematicamente: apenas os métodos numéricos com aproximacao de pri-
meira ordem reproduzem, sem oscilagoes, as descontinuidades que ocorrem em
solugoes de leis de conservacao nao linear. Isto se justifica pelo fato do erro de
truncamento dos métodos de primeira ordem depender do espacamento da malha
e da derivada de segunda ordem da solucdo. Assim, o erro de truncamento do
método de primeira ordem é semelhante ao termo difusivo introduzido no critério
de entropia, equagéo (4.8), usado na escolha de uma solucao fisicamente correta.

Uma alternativa para melhorar a resolugao das aproximagoes seria refinar a
malha, o que pode ser excessivamente caro, principalmente no problema tridimen-
sional e nos métodos implicitos que demandam resolucao de sistemas de grande
porte.

Em geral, as descontinuidades ocorrem em regioes isoladas do dominio, e, port-
anto, so nestas regioes isoladas deveriamos adotar métodos de primeira ordem. Isto
nos conduz a possibilidade de adotar métodos de ordem superior em regioces de
suavidade da solucao deixando os de primeira ordem para as regioes, isoladas, nas
quais héa descontinuidade. Este é o principio dos métodos de alta resolugao, que
tem sido estudados a partir da década 70.

Nesta notas apresentaremos apenas o método TVD, um exemplo ilustrativo da
idéia geral destes métodos adaptativos para leis de conservagao,

w + (f(w), = 0. (4.26)

Maiores detalhes sobre o assunto podem ser encontrados, por exemplo, no livro de
LeVeque e nas suas referéncias sobre o assunto.



4.7. OS METODOS DE ALTA RESOLUCAO: TVD 61

Na forma geral dos métodos TVD para (4.26), adotamos a expressao do método
Godunov, (4.19) em uma forma mais geral,

n n At = —7n -
j+1:vj7A—.Z‘[F(U 7])7F<U 3]71)]3 (427)

na qual, como anteriormente, v}’ representa a aproximagao fornecida pelo método,

no ponto (z;,t,), i.e., vj ~ u(x;,t,), e I representa o fluxo numérico, a ser defi-

nido pelo método. Em geral, F' pode depender de um niimero arbitrario de niveis
anteriores, p, e posteriores, ¢, a j, simbolizado pela notacao

F(U_‘nuj) = F<’J'§prvv_»?—p+1v e 717?+q>' (428)

v

Na secao anterior vimos que no método upwind para resolver (4.26), o fluxo
numérico é:

FL(JTL,]) = F(’U;L/U;@Jrl) = f(vgl)v se fl(u) >0
(4.29)
Fu(o™ ) = F(uvi) = f(u), se f'u) <0

Como o método upwind tem erro de truncamento O(At) + O(Ax), usamos o
subscrito L em Fp, para associar este fluxo ao de baixa resolugdo (Low) usado no
método TVD.

Para usar o método Lax-Wendroff na discretizacao de (4.26) adaptamos (3.10)
para obter o seguinte fluxo numérico:

Fu(™,§) = F},03) = 3 F030) + F0])] ~ sae [Fu) ~ 73] . (4:30)

Como foi mostrado na Secao 3.1.2, o método Lax-Wendroff tem erro de trunca-
mento O(At?) + O(Az?) e por isso usamos o subscrito H para definir (4.30) como
fluxo de alta (High) resolucdo.

O objetivo do método é usar F em regioes com descontinuidade e Fy nas
regides de suavidade da solugao. Para atingir este objetivo usamos fungoes, deno-
minadas limitadores de fluxo, para “interpolar” convenientemente os fluxos de
baixa ordem e alta ordem. Nesta linha de raciocinio definimos o fluxo numérico do
método TVD por:

F(o,j) = Fo(0™",5) + @@, ) [Fu (0", j) = FL(0™", 4)], (4.31)

na qual ®(v’", 7), o limitador de fluxo, é tal que: se ® = 0, entdao F = Fp, o fluxo
de primeira ordem, e se & = 1, entao F = Fy, o fluxo de alta ordem.

Vamos detalhar do caso f/(u) > 0, o que pode ser repetido para o caso f'(u) < 0
com as devidas adaptagoes.

O tltimo termo de (4.31), com o método upwind (para f'(u) > 0) e Lax-Wendroff

(F(a) + ) = s (F(0) — ) = F(05)

(1- 55 ) () = 7). (432)

Fy—F, =

N = N =
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Desta forma, substituindo (4.32) em (4.31) obtemos o fluxo, com limitador ®:

O™, A
P = Flefofen) = Fo7) 4 20 (1 28) (00 = ) - (439
Como o objetivo do limitador de fluxo é usar o fluxo de baixa ordem apenas em
regioes com descontinuidades, é necessario detectar estas regioes. Uma das formas
usadas para testar a suavidade de fungoes é comparar valores de suas derivadas em
pontos préoximos. Trabalhando com discretizacoes, isto pode ser efetuada calculando
valores de derivadas discretizadas em pontos consecutivos, isto é, através da relagao

v — Ui
=1 I (4.34)
Vi1 T T E

na qual acrescentamos € ao denominador para evitar divisdes por zero. Observando
(4.34), vemos que nas regices de suavidade, nas quais derivadas ndo devem apre-
sentar variagoes bruscas, 07 ~ 1, ao passo que |9;”| >1ou \9§L| < 1 indica alguma
singularidade de u(z,t) em x = x;. Assim, podemos usar o parametro (4.34) na
definicdo de um limitador de fluxo, ®(v'",j) = ¢(07}), desde que ¢(0) = 0, o que
significa F' = F, e ¢(1) = 1 para permitir o fluxo de alta ordem, F' = Fp.

Vérios autores estudaram expressoes para os limitadores de fluxo a partir da
década de 70, o que pode ser conferido na referéncia [2]. Determinou-se que a
fungao ¢() possui as melhores propriedades quando é dada por uma combinacao
convexa entre ¢(f) = 1 (que fornece o método de Lax-Wendroff) e ¢(0) = 0 (que
fornece o método chamado beam-warning). Além disso, ¢ deve satisfazer a condicao
|p(07)/07 — ¢(07_,)| < 2, para que o método seja TVD. Citamos dois limitadores
de fluxo mais populares: Roe (1985) sugere

¢(6) = max{0, min(1,26), min(6,2)} (4.35)
e VanLeer (1974), propoe
_ o1+
o(0) = I (4.36)

Escolhido o limitador de fluxo, usamos (4.33) em (4.27), estabelecendo a
expressdo final do esquema TVD para o caso f'(u) > 0. Com a devida adaptacao
do fluxo, usando a idéia do esquema upwind, obtemos a correspondente expressao
para o caso f'(u) < 0. Entéo, o esquema TVD consiste de:

Caso I: f'(u) >0

fiy) = f(0}) > 0: g — Ui — v
vf =y J vy —v;?—i—a’

Se o5 = o(07),

A AL A
g == 50 (1) - S5 ) B (12 55 ) () 206+ £051).
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Caso IT: f/(u) <0

f(U?-H) - f(v?) ) n_ U}l-;-z - U;‘l-&-l . n_ n
Se o — T <0 ej Toun — +e’ (’bj - ¢(0] )’
J+1 J J+1 J

At oAt < 1L A

ot == (F0) = Fp)+ 5 A—x) (F(o5a) = 27 (05) + f () -
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